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VARIE´TE´S DE KISIN STRATIFIE´ES ET
DE´FORMATIONS POTENTIELLEMENT BARSOTTI–TATE
par
Xavier Caruso, Agne`s David & Ariane Me´zard
Re´sume´. — Soient F une extension finie non ramifie´e de Qp et ρ une repre´sentation
modulo p irre´ductible de dimension 2 du groupe de Galois absolu de F . L’objet de ce
travail est la de´termination de la varie´te´ de Kisin qui parame`tre les modules de Breuil–
Kisin associe´s a` certaines familles de de´formations potentiellement Barsotti–Tate de ρ.
Nous de´montrons que cette varie´te´ est une re´union finie de produits de P1 qui s’identifie
a` une sous-varie´te´ explicite connexe de (P1)[F :Qp]. Nous de´finissons une stratification
de la varie´te´ de Kisin en sous-sche´mas localement ferme´s et expliquons enfin comment
la varie´te´ de Kisin ainsi stratifie´e peut aider a` de´terminer l’anneau des de´formations
potentiellement Barsotti–Tate de ρ.
Abstract. — Let F be a unramified finite extension of Qp and ρ be an irreducible mod p
two-dimensional representation of the absolute Galois group of F . The aim of this article
is the explicit computation of the Kisin variety parameterizing the Breuil–Kisin modules
associated to certain families of potentially Barsotti–Tate deformations of ρ. We prove
that this variety is a finite union of products of P1. Moreover, it appears as an explicit
closed subvariety of (P1)[F :Qp]. We define a stratification of the Kisin variety by locally
closed subschemes and explain how the Kisin variety equipped with its stratification may
help in determining the ring of Barsotti–Tate deformations of ρ.
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Introduction
Soient p un nombre premier et F une extension finie de Qp dont le groupe de Galois
absolu est note´ GF . Nous savons depuis Mazur [Ma] que l’ensemble des de´formations de
de´terminant fixe´ d’une repre´sentation absolument irre´ductible ρ de GF a` coefficients
dans un corps fini de caracte´ristique p est muni d’une structure ge´ome´trique. E´tant
donne´s une extension finie E de Qp de corps re´siduel kE et d’anneau des entiers OE et
un caracte`re ψ de GF dans O×E , Mazur a construit dans loc. cit. une OE-alge`bre Rψ(ρ)
dont l’ensemble des points a` valeurs dans une OE-alge`bre locale comple`te noetherienne
R de corps re´siduel kE s’identifie fonctoriellement a` l’ensemble des R-repre´sentations
de GF de de´terminant ψ qui se re´duisent sur ρ modulo l’ide´al maximal de R.
Re´cemment, Kisin [Ki3, Ki2] a de´montre´ que certaines conditions issues de la the´orie
de Hodge p-adique de´finissent des sous-sche´mas ferme´s de SpecRψ(ρ). Plus pre´cise´ment,
e´tant donne´s un type de Hodge v et un type galoisien t, le re´sultat de Kisin e´tablit
l’existence d’un unique quotient Rψ(v, t, ρ) de Rψ(ρ) qui est re´duit, sans p-torsion et
ve´rifie la condition suivante : pour toute extension finie E′ de E d’anneaux des entiers
OE′ , un morphisme de Rψ(ρ) dans OE′ se factorise par Rψ(v, t, ρ) si et seulement si
la repre´sentation qui lui est associe´e est potentiellement cristalline de poids de Hodge–
Tate v et la repre´sentation de Weil–Deligne qui lui est associe´e par Fontaine (cf [Fo1])
est isomorphe a` t. Pour de´montrer ce the´ore`me, Kisin construit un sche´ma muni d’un
morphisme vers SpecRψ(ρ) dont l’adhe´rence sche´matique de l’image se trouve eˆtre le
spectre de l’anneau Rψ(v, t, ρ) (1). Ce sche´ma, que nous notons ici GRψ(v, t, ρ), est
obtenu comme espace de modules de re´seaux de Breuil–Kisin.
Le cas initialement e´tudie´ par Kisin dans [Ki3] est le cas Barsotti–Tate pour lequel
le type de Hodge ne fait intervenir que les entiers 0 et 1 et le type galoisien est trivial.
Les repre´sentations correspondantes sont alors associe´es aux groupes de Barsotti–Tate
(e´ventuellement tronque´s). Sous ces hypothe`ses, Kisin s’inte´resse aux fibres
GR
ψ
(v, t, ρ) = Spec kE ×SpecRψ(ρ) GRψ(v, t, ρ)
qui sont de´finies purement en caracte´ristique p et correspondent a` un proble`me de
modules plus facile a` appre´hender.
Dans leur article [PR], Pappas et Rapoport ont donne´ le nom de varie´te´s de Kisin
aux varie´te´s GR
ψ
(v, t, ρ). Depuis, plusieurs auteurs se sont inte´resse´s aux proprie´te´s
ge´ome´triques des varie´te´s de Kisin. En lien avec la connexite´, Hellmann a notam-
ment de´montre´ dans [He2] que les varie´te´s de Kisin correspondant aux de´formations
Barsotti–Tate d’une repre´sentation irre´ductible de dimension 2 sont connexes, ce qui
implique la connexite´ de la fibre ge´ne´rique de l’espace de de´formations associe´. Les di-
mensions de certaines varie´te´s de Kisin ont e´galement e´te´ e´tudie´es par Hellmann [He1],
Imai [Im] et Caruso [Ca3].
Pour la premie`re fois dans [CDM] est apparue une varie´te´ de Kisin associe´e a` un
type galoisien non trivial. Cet article faisait suite a` [BM] et se plac¸ait dans la situation
1. Stricto sensu, cette description rapide de la de´monstration de Kisin n’est correcte que dans les cas
les plus simples, a` savoir le cas Barsotti–Tate discute´ par la suite. Il est toutefois possible de reformuler
la preuve de Kisin dans les autres cas en suivant les grandes lignes que nous esquissons ici.
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particulie`re suivante : l’extension F est non ramifie´e de degre´ f sur Qp avec p >
5, le type de Hodge v est e´gal a` (0, 1) en toutes les places, le type galoisien t est
la somme directe de deux caracte`res mode´re´ment ramifie´s de niveau f de GF et la
repre´sentation galoisienne ρ est absolument irre´ductible de dimension 2. Les re´sultats
obtenus dans [CDM] — qui concernent essentiellement le cas ou` F est de degre´ 2 sur
Qp — sugge`rent un lien encore plus e´troit que celui exprime´ par Kisin entre la varie´te´ de
Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) et (la fibre ge´ne´rique de) l’espace de de´formations SpecRψ(v, t, ρ).
Afin d’e´tudier ce lien hypothe´tique, la premie`re e´tape est de calculer les varie´te´s
de Kisin. C’est l’objet du pre´sent article. Nous nous plac¸ons dans le cadre de [CDM]
(pour tout degre´ f) et, sous ces hypothe`ses, nous donnons une description comple`te
des varie´te´s GR
ψ
(v, t, ρ). Nous montrons le the´ore`me suivant, ou` ε de´signe le caracte`re
cyclotomique p-adique de GF dans Z×p (nous renvoyons le lecteur au the´ore`me 2.2.1
dans le corps du texte pour un e´nonce´ de´taille´).
The´ore`me 1 (The´ore`me 2.2.1). — Nous supposons que
– le corps F est une extension non ramifie´e de degre´ f de Qp avec p > 5,
– le type de Hodge v vaut (0, 1) en chaque place,
– le type galoisien t = η ⊕ η′ est la somme directe de deux caracte`res mode´re´ment
ramifie´s de niveau f du sous-groupe d’inertie de GF a` valeurs dans O×E ,
– la repre´sentation ρ : GF → GL2(kE) est absolument irre´ductible,
– le caracte`re ψ restreint au sous-groupe d’inertie co¨ıncide avec le produit ηη′ε.
Alors la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) apparaˆıt comme un sous-sche´ma ferme´ re´duit de
(P1kE )
[F :Qp] de´fini par une famille d’e´quations explicites.
Comme conse´quence du the´ore`me 1, nous de´duisons diverses proprie´te´s ge´ome´triques
des varie´te´s de Kisin et des espaces de de´formations, notamment :
Corollaire 2 (Corollaire 4.3.3). — Sous les hypothe`ses du the´ore`me 1, la varie´te´
de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) est connexe.
Nous donnons e´galement des conditions ne´cessaires et suffisantes sur le couple (ρ, t)
pour que la varie´te´ GR
ψ
(v, t, ρ) soit non vide (cf corollaire 4.1.3). Notons que ceci se
produit si et seulement si l’anneau Rψ(v, t, ρ) est non nul.
Nous de´duisons de notre e´tude qu’il est trop optimiste de penser que la varie´te´ de
Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) a` elle seule de´termine SpecRψ(v, t, ρ) ou meˆme seulement sa fibre
ge´ne´rique. Toutefois, nous proposons une version raffine´e plausible de cette ide´e. Pour
ce faire, reprenant les techniques de [BM, CDM], nous de´finissons une stratification
de GR
ψ
(v, t, ρ) par des sous-sche´mas localement ferme´s et formulons la conjecture
suivante.
Conjecture 3 (Conjecture 5.1.5). — Si le type galoisien t est non de´ge´ne´re´ (2),
la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) munie de sa stratification de´termine l’anneau
Rψ(v, t, ρ)[1/p].
2. C’est une hypothe`se faible de ge´ne´ricite´ pre´cise´e dans la de´finition 1.1.1.
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Cette conjecture est vraie si f = 2 (hormis peut-eˆtre pour quelques cas tre`s par-
ticuliers) par les travaux de [CDM]. Elle l’est e´galement lorsque la varie´te´ de Kisin
est re´duite a` un point, ce qui se produit pour une repre´sentation ge´ne´rique. Nous
concluons cet article en proposant un candidat pour (la varie´te´ rigide ayant pour an-
neau) Rψ(v, t, ρ)[1/p] qui, conforme´ment a` la conjecture 3, est construit uniquement a`
partir de la varie´te´ de Kisin stratifie´e.
Pour de´montrer le the´ore`me 1, notre me´thode consiste d’abord a` associer a` ρ et t,
une donne´e combinatoire que nous appelons le ge`ne de (ρ, t) et que nous notons X.
Concre`tement, il s’agit d’une suite de 2·[F : Qp] symboles de l’ensemble {A, B, AB, O} qu’il
est commode de repre´senter sur un ruban de Moebius. Ensuite, nous de´montrons que les
e´quations de la varie´te´ de Kisin se lisent sur X a` l’aide de manipulations combinatoires
e´le´mentaires. En d’autres termes, le ge`ne X est une donne´e e´pure´e et extreˆmement
simple qui capture inte´gralement la ge´ome´trie de la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) —
qui, elle, peut eˆtre complique´e. A` partir de la`, le corollaire 2 de´coule d’une e´tude
combinatoire portant sur les ge`nes X. La stratification sur GR
ψ
(v, t, ρ) s’obtient, elle
aussi, aise´ment, a` partir du ge`ne, de meˆme que le candidat que nous proposons pour
Rψ(v, t, ρ)[1/p].
Le plan de l’article est le suivant. Dans le §1, nous rappelons toutes les notions
utiles a` la de´finition rigoureuse des varie´te´s de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) dans le cadre qui
nous inte´resse. Le §2 est consacre´ a` la de´finition des ge`nes X et a` l’e´nonce´ pre´cis du
the´ore`me 1. Pour familiariser le lecteur avec les ge`nes, nous de´taillons en outre quelques
exemples que nous pensons repre´sentatifs. La de´monstration du the´ore`me 1 est reporte´e
au §3 et les conse´quences ge´ome´triques, et en particulier le corollaire 2, sont discute´es
au §4. Enfin, dans le §5, nous de´finissons la stratification par le genre sur les varie´te´s
de Kisin et expliquons en quoi nous pensons qu’elle est lie´e a` la ge´ome´trie des espaces
de de´formations potentiellement Barsotti–Tate.
Les auteurs remercient Bernard Le Stum et Alberto Vezzani pour leurs explications
et leurs re´ponses toujours pertinentes sur les questions de ge´ome´trie p-adique.
Les recherches menant aux pre´sents re´sultats ont be´ne´ficie´ d’un soutien financier du
septie`me programme-cadre de l’Union europe´enne (7ePC/2007-2013) en vertu de la
convention de subvention nume´ro 266638.
1. Varie´te´s de Kisin avec donne´e de descente
Toutes les extensions de Qp conside´re´es sont suppose´es contenues une cloˆture
alge´brique Qp fixe´e de Qp. Pour K une telle extension, nous notons GK = Gal(Qp/K),
OK son anneau d’entiers, piK une uniformisante et kK le corps re´siduel de OK .
1.1. Les donne´es : repre´sentation et type galoisiens. — Soient E une extension
finie de Qp et F une extension finie non ramifie´e de Qp de degre´ f > 2. Posons q = pf
et e = pf − 1. Soit F ′ l’unique extension quadratique non ramifie´e de F dans Qp. Nous
supposons F ′ ⊂ E. Nous fixons un plongement τ0 de F dans E et pour 0 6 i 6 f − 1,
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nous notons τi le plongement τ0 ◦ ϕ−i ou` ϕ de´signe l’endomorphisme de Frobenius sur
F . Nous notons F nr la plus grande extension de F non ramifie´e dans Qp et GabF le plus
grand quotient abe´lien de GF .
Soit L le corps obtenu en adjoignant a` F une racine e-ie`me de −p, note´e e√−p. Il
s’agit d’une extension totalement ramifie´e de E et la projection a` gauche sur Gal(L/F )
et a` droite sur les repre´sentants multiplicatifs [F×q ] ∼= F×q (en envoyant pZ(1 + pOF ) sur
1) induit l’isomorphisme
ωf : Gal(L/F )
∼−→ (OF /p)× = k×F
g 7−→ g(
e
√−p)
e
√−p(1)
par lequel nous voyons tout caracte`re de k×F comme un caracte`re de Gal(L/F ) et
re´ciproquement. Notons ωf : GF → k×E le caracte`re fondamental de niveau f induit sur
GF par (1) et le plongement τ0. De fac¸on analogue, nous notons ω2f : GF ′ → k×E le
caracte`re fondamental de niveau 2f de F ′ (apre`s avoir choisi un plongement τ ′0 : F ′ → E
qui prolonge τ0 a` F
′). Soit ε : GF −→ Z×p le caracte`re cyclotomique p-adique et
ω sa re´duction modulo p. Pour θ dans k×E , nous notons enfin nr
′(θ) : GF ′ → k×E
l’unique caracte`re non ramifie´ qui envoie le Frobenius arithme´tique de GF ′ sur θ. Soit
ρ : GF −→ GL2(kE) la repre´sentation galoisienne (continue) irre´ductible
ρ ' IndGFGF ′
(
ωh2f · nr′(θ)
)
,
avec h entre 0 et p2f − 2 et θ dans k×E . Comme ρ est suppose´e irre´ductible, l’entier h
n’est pas un multiple de q + 1. Par conse´quent, il existe des entiers hi (0 6 i 6 f − 1)
dans l’intervalle J0, p− 1K uniquement de´termine´s tels que :
(2) h ≡ 1 +
f−1∑
i=0
hip
f−1−i (mod q + 1).
Fixons deux caracte`res mode´re´s de niveau f distincts η, η′ : IF → O×E qui s’e´tendent
a` GF . Le type galoisien t = η⊕η′ est une repre´sentation de noyau ouvert IF → GL2(E).
Notons η¯ (resp. η¯′) la re´duction modulo p de η (resp. η′). Il existe donc c ∈ J0, pf − 2K
tel que η¯ · (η¯′)−1 = τ c0 et pour 0 6 i < f nous notons ci ∈ J0, p − 1K les entiers de´finis
par l’e´galite´ c =
∑f−1
i=0 cip
i. Nous introduisons une notion de de´ge´ne´rescence pour les
repre´sentations et les types galoisiens.
De´finition 1.1.1. — La repre´sentation ρ est dite non de´ge´ne´re´e s’il existe un entier
i0 ∈ J0, f − 1K tel que hi0 6∈ {0, p− 1}.
Le type galoisien t est dit non de´ge´ne´re´ s’il existe un entier j0 ∈ J0, f − 1K tel que
cj0 6∈ {0, 1, p− 2, p− 1}.
Pour l’instant, nous ne supposons aucune proprie´te´ de non de´ge´ne´rescence ni sur ρ, ni
sur t. Nous explicitons ces hypothe`ses dans les e´nonce´s lorsqu’elles sont ne´cessaires. Re-
marquons que, lorsque p est fixe´ et f tend vers l’infini, la proportion de repre´sentations
de´ge´ne´re´es (resp. de types galoisiens de´ge´ne´re´s) tend vers 0. Ceci contraste avec la no-
tion de repre´sentations ge´ne´riques qui avait e´te´ conside´re´e dans [Br] puisque, lorsque
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p est fixe´ et f tend vers l’infini, la proportion de repre´sentations non ge´ne´riques tend,
elle, vers 1.
Nous fixons le type de Hodge v = (0, 1)f ainsi qu’un caracte`re continu ψ : GF → O×E
tel que ψ|IF = εdet t. Une repre´sentation continue de GF sur un E-espace vectoriel de
dimension 2 est dite potentiellement Barsotti–Tate de type (v, t) si elle est potentielle-
ment cristalline avec poids de Hodge–Tate v et si la repre´sentation de Weil–Deligne qui
lui est attache´e par [Fo1] est isomorphe a` t en restriction a` IF . Une condition ne´cessaire
d’existence d’un rele`vement potentiellement Barsotti–Tate de type (v, t) de ρ est donc
det ρ|IF = (η¯η¯
′ω)|IF .(3)
Nous supposons de´sormais satisfaite cette hypothe`se sur le type galoisien t.
1.2. Les ϕ-modules e´tales. — Par commodite´ pour le lecteur, nous rappelons ici
les notions de the´orie de Hodge p-adique indispensables pour de´finir les modules de
Breuil–Kisin qui parame`trent les de´formations ge´ome´triques de ρ. Pour une version
plus de´taille´e, nous renvoyons a` [Fo2], [Ki5], [Ca1]. Posons W = OF et notons ϕ
l’endomorphisme de Frobenius agissant sur W et F . Fixons e´galement un syste`me
compatible (pis)s∈N de racines ps-ie`mes de (−p) dans Qp et, pour tout entier s, posons
Fs = F (pis) et Ls = L(pis). De´finissons e´galement F∞ =
⋃
s Fs et L∞ =
⋃
s Ls. Les
groupes de Galois correspondants sont note´s GF∞ et GL∞ . Le quotient GL∞/GF∞ =
Gal(L∞/F∞) s’identifie naturellement a` Gal(L/F ). Introduisons enfin les anneaux S =
W [[u]] et
OE =
{∑
i∈Z
aiu
i
∣∣∣ ai ∈W, lim
i→−∞
ai = 0
}
le comple´te´ p-adique de S[1/u]. Ils sont, tous deux, munis d’un endomorphisme de
Frobenius ϕ de´fini par ϕ
(∑
i aiu
i
)
=
∑
i ϕ(ai)u
pi. Ils sont e´galement munis d’une
action de Gal(L/F ) de´finie par la formule g · (∑i aiui) = ∑i[ωf (g)]i ui ou` [·] de´signe
le repre´sentant de Teichmu¨ller.
De´finition 1.2.1. — Soit R une Zp-alge`bre locale comple`te noetherienne. Un ϕ-
module sur R⊗ˆZpOE est un (R⊗ˆZpOE)-module M libre de rang fini muni d’une ap-
plication ϕ : M → M qui est ϕ-semi-line´aire par rapport a` OE et line´aire par rapport
a` R.
Le ϕ-module M est dit e´tale si l’image de ϕ engendre M comme (R⊗ˆZpOE)-module.
SoitR une Zp-alge`bre locale noethe´rienne. Par la the´orie de Fontaine et Wintenberger
[Fo2, Ki5], nous savons associer a` toute R-repre´sentation V de GF∞ un ϕ-module e´tale
sur (R⊗ˆZpOE) de´fini par la formule M(V ) = (V (−1)⊗ˆZpOEnr)GL∞ . Il est muni d’une
action de Gal(L∞/F∞) ' Gal(L/F ), qui est semi-line´aire par rapport a` l’action de
Gal(L/F ) sur OE .
Supposons a` pre´sent que R soit une W -alge`bre. Nous avons une de´composition ca-
nonique de l’anneau R⊗ˆZpW :
R⊗ˆZpW '
∏f−1
i∈0 R
x⊗ y 7→ (x · ϕ−i(y))06i<f .
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En tensorisant par OE sur W , nous en de´duisons un isomorphisme canonique :
(4) R⊗ˆZpOE '
∏f−1
i∈0 R⊗ˆW,ι◦ϕ−iOE ,
ou` ι de´signe le morphisme structurel faisant de R une W -alge`bre. Concre`tement, le
i-ie`me facteur R⊗ˆW,ι◦ϕ−iOE admet la description explicite suivante :
(5) R⊗ˆW,ι◦ϕ−iOE '
{∑
j∈Z
aju
j
∣∣∣ aj ∈ R, lim
j→−∞
aj = 0
}
,
l’identification faisant correspondre le tenseur pur λ ⊗ (∑ ajuj) avec la se´rie
λ
∑
ϕ−i(aj) uj . Avec ce choix, l’isomorphisme (5) est compatible a` la fois a` la
multiplication par les e´le´ments de W agissant sur le facteur OE et a` la multiplication
par les e´le´ments de R agissant sur le facteur R.
En notant ei l’idempotent de R⊗ˆZpOE correspondant au i-ie`me facteur de la
de´composition (4), nous voyons que tout module M sur R⊗ˆZpOE se de´compose
canoniquement comme une somme directe :
(6) M = M (0) ⊕M (1) ⊕ · · · ⊕M (f−1)
ou` M (i) = eiM peut eˆtre conside´re´ comme un module sur l’anneau R⊗ˆW,ι◦ϕ−iOE .
Nous pouvons de´crire explicitement le ϕ-module correspondant a` la repre´sentation
ρ = IndGFGF ′
(
ωh2f · nr′(θ)
)
: pour tout i dans Z/fZ, il existe des bases (ε(i)0 , ε
(i)
1 ) du
kE((u))-espace vectoriel M(ρ)(i) qui sont fixe´es par Gal(L/F ) et dans lesquelles, en
posant v = ue, les matrices du Frobenius ϕ : M(ρ)(i) −→M(ρ)(i+1) sont :
Id pour 0 6 i 6 f − 2,(
0 θ−1vh
1 0
)
· v ep−1−h−k pour i = f − 1.
1.3. Modules de Breuil–Kisin et varie´te´s de Kisin. — Si ρ : GF → GL2(OE)
est une de´formation de ρ, il est possible de lire sur le ϕ-module e´tale M(ρ) si elle est
potentiellement Barsotti–Tate de type (v, t). Le the´ore`me 1.3.1 (dont la de´monstration
est une conse´quence simple des re´sultats de Kisin [Ki1] et est de´taille´e dans [CDM,
Proposition 3.1.4]) pre´cise ce point.
The´ore`me 1.3.1. — Soit R l’anneau des entiers d’une extension finie de E et soit ρ
une de´formation de ρ a` R de de´terminant ψ. Alors ρ est potentiellement Barsotti–Tate
de type (v, t) si, et seulement s’il existe un sous-(R⊗ˆZpS)-module M ⊂M(ρ) tel que :
(i) M est projectif de rang 2 sur R⊗ˆZpS ;
(ii) M engendre M(ρ) comme (R⊗ˆZpOE)-module ;
(iii) M est stable par les actions de ϕ et Gal(L/F ) ;
(iv) l’ide´al de´terminant de ϕ : M→M est l’ide´al principal engendre´ par ue + p ;
(v) l’action de Gal(L/F ) sur le quotient M/uM est donne´e par t.
De plus, si un tel M existe, il est unique.
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D’apre`s le the´ore`me 1.3.1, lorsque R est l’anneau des entiers d’une extension finie
de E, l’e´tude des R-points de Rψ(v, t, ρ) se rame`ne a` un proble`me de classification
d’alge`bre semi-line´aire qui paraˆıt plus abordable. Afin de rendre cette ide´e plus pre´cise,
fixons momentane´ment une OE-alge`bre locale artinienne R de corps re´siduel kE ainsi
qu’une de´formation ρR : GF → GL2(R) de ρ de de´terminant ψ. Pour de´finir le sche´ma
formel qui nous inte´resse (8), nous introduisons la de´finition suivante.
De´finition 1.3.2. — Soit S une R-alge`bre. Un re´seau de Breuil–Kisin de type (v, t)
de S ⊗RM(ρR) est la donne´e d’un sous-(S ⊗Zp S)-module M de S ⊗RM(ρR) tel que
(i) le module M est projectif de rang 2 ;
(ii) M engendre S ⊗RM(ρR) comme (S ⊗Zp OE)-module ;
(iii) M est stable par ϕ et Gal(L/F ) ;
(iv) l’ide´al de´terminant de ϕ : M→M est l’ide´al principal engendre´ par ue + p ;
(v) pour tout g ∈ Gal(L/F ) :
tr(g |M/uM) = (η(g) + η′(g))⊗ 1 ∈ S ⊗Zp W
det(g |M/uM) = η(g)η′(g)⊗ 1 ∈ S ⊗Zp W.
Remarque 1.3.3. — Dans la de´finition 1.3.2, le produit tensoriel S ⊗Zp S n’est pas
comple´te´. Il s’agit donc d’une variante alge´brique — par opposition a` formelle — des
plus traditionnels modules de Breuil–Kisin de´finis lorsque S est une Zp-alge`bre locale
noethe´rienne comple`te.
Remarque 1.3.4. — Lorsque R est une W -alge`bre, tout re´seau de Breuil–Kisin M
de type (v, t) de S ⊗RM(ρR) admet une de´composition similaire a` (6) qui s’e´crit :
(7) M = M(0) ⊕M(1) ⊕ · · · ⊕M(f−1).
Pour tout indice i dans Z/fZ, le facteur M(i) est un module projectif de rang 2 sur
S ⊗W,ι◦ϕ−i S et ϕ envoie M(i) dans M(i+1).
Nous pouvons a` pre´sent conside´rer le foncteur LρR qui, a` une R-alge`bre S associe
l’ensemble des re´seaux de type (v, t) dans S ⊗R M(ρR). Nous avons alors un re´sultat
de repre´sentabilite´.
Proposition 1.3.5. — (1) Le foncteur LρR est repre´sentable par un R-sche´ma pro-
jectif LρR .
(2) Si R′ est une R-alge`bre locale artinienne de corps re´siduel kE et ρR′ est une
R′-repre´sentation qui e´tend ρR alors il existe un isomorphisme canonique de
SpecR′ ×SpecR LρR dans LρR′ .
(3) Le sche´ma LρR est muni, fonctoriellement en R, d’un fibre´ en droite tre`s ample
canonique.
De´monstration. — Il s’agit de l’analogue dans notre contexte de la proposition 1.3
de [Ki2]. La de´monstration est similaire, l’unique diffe´rence e´tant que nous devons
justifier en outre que les conditions (iv) et (v) qui apparaissent dans la de´finition 1.3.2
sont ferme´es. La condition (iv) est e´quivalente a` la conjonction des deux conditions
suivantes :
(iv-a) le conoyau de det(id⊗ ϕ) : S⊗ϕ
∧2 M→ ∧2 M est annule´ par ue + p ;
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(iv-b) ue + p appartient a` l’ide´al de´terminant de ϕ : M→M.
La condition (iv-a) est ferme´e d’apre`s [Ki2]. Les conditions (iv-b) et (v) sont clairement
ferme´es.
Nous faisons maintenant varier R (et ρR) et appliquons la proposition 1.3.5 aux
alge`bres artiniennes Rn = R
ψ(v, t, ρ)/mn ou` m de´signe l’ide´al maximal de Rψ(v, t, ρ).
La repre´sentation ρRn que nous conside´rons est le pullback de la de´formation universelle
ρuniv : GF → GL2(Rψ(ρ)) par le morphisme naturel Rψ(ρ)→ Rn. La proposition 1.3.5
fournit, pour tout entier n, un sche´ma projectif LρRn sur SpecRn qui repre´sente le
foncteur LρRn . Il de´coule des e´nonce´s de la proposition 1.3.5 que ces sche´mas se recollent
en un sche´ma formel :
(8) ĜR
ψ
(v, t, ρ) −→ Spf Rψ(v, t, ρ).
Il re´sulte de GAGA formel (voir corollaire 1.5.1 de [Ki2]) que ĜR
ψ
(v, t, ρ) est
alge´brisable dans le sens ou` il s’identifie au comple´te´ formel d’un sche´ma GRψ(v, t, ρ)
sur SpecRψ(v, t, ρ) le long de sa fibre au-dessus de Spec kE . Par ailleurs, si R est
l’anneau des entiers d’une extension finie de E, il re´sulte du the´ore`me 1.3.1 que la
donne´e d’un R-point de ĜR
ψ
(v, t, ρ) est e´quivalente a` celle d’une de´formation de ρ a`
R qui est potentiellement Barsotti–Tate de type (v, t). En copiant la de´monstration
de la proposition 1.6.4 de [Ki2], nous de´duisons le the´ore`me suivant.
The´ore`me 1.3.6. — Le morphisme structurel GRψ(v, t, ρ)→ SpecRψ(v, t, ρ) induit
un isomorphisme apre`s avoir inverse´ p.
De´finition 1.3.7. — La varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) associe´e a` la donne´e (v, t, ρ)
est la fibre spe´ciale de ĜR
ψ
(v, t, ρ) :
GR
ψ
(v, t, ρ) = Spec kE ×Spf Rψ(v,t,ρ) ĜR
ψ
(v, t, ρ)
= Spec kE ×SpecRψ(v,t,ρ) GRψ(v, t, ρ).
Il s’agit d’une varie´te´ projective sur Spec kE qui s’identifie canoniquement a` Lρ.
2. Ge`nes et e´quations de la varie´te´ de Kisin
L’objectif de cette partie est d’e´noncer une version pre´cise du the´ore`me 1 de
l’introduction qui fournit une description comple`te et explicite des varie´te´s de Kisin
GR
ψ
(v, t, ρ). Pour ce faire, nous commenc¸ons par introduire une donne´e combinatoire
associe´e au couple (t, ρ) que nous appelons le ge`ne.
Le paragraphe §2.1 est consacre´ a` la de´finition des ge`nes. Il inclut e´galement plu-
sieurs re´sultats combinatoires que nous serons amene´s a` utiliser fre´quemment dans la
suite. L’e´nonce´ du the´ore`me 2.2.1 apparaˆıt au §2.2. Il est suivi de plusieurs exemples
qui donnent un aperc¸u complet des diffe´rentes situations qui peuvent se produire. La
de´monstration du the´ore`me 2.2.1, quant a` elle, est reporte´e au §3 alors que ses appli-
cations font l’objet du §4.
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2.1. Ge`nes. — Posons :
ν =
e
p− 1 − 1 = p+ p
2 + · · ·+ pf−1.
Rappelons que ρ ' IndGFGF ′
(
ωh2f ·nr′(θ)
)
pour un certain entier h de´fini modulo p2f−1 =
q2−1 et qu’il existe des entiers hi (0 6 i 6 f−1) dans l’intervalle J0, p−1K uniquement
de´termine´s tels que
(9) h ≡ 1 +
f−1∑
i=0
hip
f−1−i (mod q + 1).
Nous e´tendons la suite des hi, dans un premier temps, a` Jf, 2f − 1K en posant hi =
p− 1−hi−f pour tout entier i dans cet intervalle puis, dans un second temps, a` N tout
entier par (2f)-pe´riodicite´.
La re´duction modulo piE du type galoisien t = η ⊕ η′ est, quant a` elle, encode´e par
deux e´le´ments γ, γ′ ∈ Z/eZ de´finis par η¯ = τγ0 et η¯′ = τγ
′
0 ou` nous rappelons que τ0
de´signe le plongement de kF dans kE que nous avons fixe´.
De´finition 2.1.1. — Avec les notations pre´ce´dentes, pour tout entier i > 0, nous
de´finissons :
1) l’entier αi comme l’unique e´le´ment de J0, e− 1K ve´rifiant la congruence :
αi ≡
⌊
pih
q + 1
⌋
− piγ′ (mod e),
2) le symbole Xi ∈ {A, B, AB, O} par :
Xi = A si αi ∈
[
0, 1p ν + εi+f
[
= AB si αi ∈
[
1
p ν + εi+f ,
p−1
p ν − εi
]
= B si αi ∈
]p−1
p ν − εi, ν
]
= O si αi ∈
]
ν, e
[
ou` εi =
{
1 si hi = p− 1,
0 sinon.
La suite (Xi)i∈N est appele´e le ge`ne du triplet (h, γ, γ′).
Lorsqu’une confusion est possible, nous pre´cisons la de´pendance des αi et des Xi
vis-a`-vis des parame`tres h, γ et γ′ en notant αi(h, γ, γ′) et Xi(h, γ, γ′).
Remarque 2.1.2. — Le type galoisien t = η ⊕ η′ satisfait det ρ|IF = (η¯η¯′ω)|IF . Ainsi
η¯|IF de´termine η¯
′
|IF . Ceci justifie la dissyme´trie apparente dans les roˆles de η et η
′ dans
les notations introduites dans ce paragraphe. Nous renvoyons au lemme 2.1.7 pour de
plus amples pre´cisions.
Le ge`ne (Xi)i∈N est une suite (2f)-pe´riodique. Dans la suite, nous le repre´sentons
syste´matiquement sur un ruban de Moebius comme le montre la figure 1. Ce faisant, les
termes Xi qui composent le ge`ne restent e´crits dans l’ordre les uns a` la suite des autres
et, de plus, la coordonne´e Xi  tombe en face  de Xi+f pour tout i. De meˆme, lorsque
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X0 X1 X2 · · · Xf−2 Xf−1
Xf Xf+1 Xf+2 · · · X2f−2 X2f−1
Figure 1. Repre´sentation d’un ge`ne sur un ruban de Moebius
nous conside´rons le couple, dit couple d’alle`les, (Xi, Xi+f ), nous le notons
(
Xi
Xi+f
)
.
Cette e´criture a un inte´reˆt pour notre propos car elle nous permet d’avoir une lec-
ture imme´diate des e´quations de la varie´te´ de Kisin a` partir du ge`ne correspondant
(voir the´ore`me 2.2.1).
Les suites (αi)i∈N et (Xi)i∈N sont (2f)-pe´riodiques. Pour des raisons de commodite´,
nous les prolongeons a` Z par (2f)-pe´riodicite´. Elles sont soumises a` des proprie´te´s com-
binatoires qui contraignent leur structure. Les lemmes suivants en sont des exemples.
Le lemme 2.1.3 re´sulte d’un calcul direct.
Lemme 2.1.3. — Avec les notations pre´ce´dentes, nous avons :⌊
pih
q + 1
⌋
≡
i−1∑
j=0
hi−j−1pj (mod e) si i ∈ J0, f − 1K
≡ pi−f − 1 +
f−1∑
j=i−f
hi−j−1pj (mod e) si i ∈ Jf, 2f − 1K.
De plus, αi+1 ≡ pαi+hi (mod e) pour tout entier i et cette congruence est une e´galite´ si
et seulement Xi ∈ {A, AB}. Enfin, dans le cas ou` Xi = B, nous avons αi+1 = pαi+hi−e.
Lemme 2.1.4. — En conservant les notations ci-dessus, le ge`ne X ve´rifie les pro-
prie´te´s suivantes :
i) Pour tout entier i, l’e´galite´ Xi = AB implique Xi+1 = O.
ii) Pour tout entier i, l’e´galite´ Xi+1 = O implique Xi ∈ {O, AB}.
De´monstration. — Supposons Xi = AB. Par de´finition, nous obtenons
1
p
ν + εi+f 6 αi 6
p− 1
p
ν − εi.
ou` εi vaut 1 si hi = p− 1 et 0 sinon. Du lemme 2.1.3, nous de´duisons ν + pεi+f + hi 6
αi+1 6 (p− 1)ν − pεi + hi et donc ν < αi+1 6 e− 1. Il en re´sulte que Xi+1 = O.
La de´monstration de la proprie´te´ ii) est analogue.
Lemme 2.1.5. — Nous conservons les notations ci-dessus et supposons en outre que
ρ n’est pas de´ge´ne´re´e. Alors le ge`ne X contient au moins une occurrence du symbole O.
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De´monstration. — Supposons que le ge`ne X ne contienne pas d’occurrence du symbole
O. D’apre`s le lemme 2.1.4, X ne contient que des symboles A et B. Ainsi, d’apre`s le lemme
2.1.3, pour tout i ∈ J0, 2f − 1K, nous avons αi+1 = pαi +hi− e1B(Xi) ou` 1B de´signe la
fonction indicatrice de B. En re´solvant le syste`me pre´ce´dent, nous obtenons pour tout
i ∈ J0, f − 1K,
αi =
1
p2f − 1
2f−1∑
j=0
p2f−1−j(e1B(Xi+j)− hi+j).
En regroupant les termes en j et j + f et en utilisant hi+j+f = p− 1− hi+j , il vient :
αi =
1
pf + 1
(
− 1 +
f−1∑
j=0
pf−1−j(pf1B(Xi+j) + 1B(Xi+j+f )− hi+j)
)
=
f−1∑
j=0
pf−1−j1B(Xi+j)− 1
pf + 1
(
1 +
f−1∑
j=0
pf−1−j(1B(Xi+j)− 1B(Xi+j+f ) + hi+j)
)
︸ ︷︷ ︸
Ai
.
Comme −1 6 1B(Xi+j)− 1B(Xi+j+f ) + hi+j 6 p, nous avons
−(pf + 1) < 1− p
f − 1
p− 1 6 Ai 6 1−
p
p− 1(p
f − 1) < 2(pf + 1)
et, par conse´quent, Ai ∈ {0, pf + 1}. Si Ai0 = pf + 1, alors
pf − pf−1hi0 =
f−1∑
j=0
pf−1−j
(
1B(Xi0+j)− 1B(Xi0+j+f )
)
+
f−1∑
j=1
pf−1−jhi0+j ,
d’ou` on de´duit que |p − hi0 | 6 1pf−1
(
pf−1
p−1 + p
f−1 − 1
)
< 2 et hi0 = p − 1, ce qui est
exclu. De la meˆme manie`re, si Ai0 = 0, nous trouvons :
pf−1hi0 = −1−
f−1∑
j=0
pf−1−j
(
1B(Xi0+j+f )− 1B(Xi0+j)
)
−
f−1∑
j=1
pf−1−jhi0+j ,
puis, en utilisant que hi0 < p − 1, |hi0 | 6 1pf−1
(
pf−1
p−1 + p
f−1 − pf−1
)
< 1 et hi0 = 0.
Dans tous les cas, nous aboutissons alors a` une contradiction. Le ge`ne X contient donc
au moins une occurrence du symbole O.
Lemme 2.1.6. — Le cas ou` {Xi, Xi+f} = {A, B} pour tout i ∈ J0, f − 1K est exclu.
De´monstration. — De {Xi, Xi+f} = {A, B} pour tout i, nous de´duisons que :
|αi + αf+i − ν| < ν/p+ 1
pour tout i. De plus, nous avons αi+1 +αi+f+1−ν = p(αi+αi+f −ν) d’apre`s le lemme
2.1.3. Par induction, nous obtenons alors :
|αi + αi+f − ν| < 1
pn
· (ν/p+ 1)
pour tout i et tout n ∈ N?. Donc αi+f + αi = ν. Un calcul e´le´mentaire utilisant
det ρ|IF = (η¯η¯
′ω)|IF nous ame`ne alors a` l’e´galite´ αi(h, γ, γ
′) = αi(h, γ′, γ) valable pour
tout i. Il en re´sulte que γ = γ′, et enfin η = η′, ce que nous avons exclu.
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Transformations du ge`ne par isomorphisme. — La de´fintion du ge`ne ne de´pend pas
uniquement du couple (ρ, t) mais du triplet d’entiers (h, γ, γ′). Or la donne´e de (h, γ, γ′)
n’est pas e´quivalente a` celle de (ρ, t). En effet, le premier de´termine le second mais la
re´ciproque n’est pas valable. Pre´cise´ment, changer h en qh ou e´changer γ et γ′ sont
deux modifications (involutives) qui laissent inchange´s ρ et t. Le lemme 2.1.7 pre´cise
comment se comporte le ge`ne suite a` ces modifications.
Lemme 2.1.7. — Soit τ la transposition de l’ensemble {A, B, AB, O} qui e´change A et
B. Alors, nous avons :
i) Xi(h, γ, γ
′) = Xi+f (qh, γ, γ′)
ii) Xi(h, γ
′, γ) = τ
(
Xi+f (h, γ, γ
′)
)
pour tout entier i.
De´monstration. — i) s’obtient en remarquant que
qh ≡ −h ≡ pf −
f−1∑
i=0
hip
f−1−i ≡ 1 +
f−1∑
i=0
(p− 1− hi)pf−1−i (mod q + 1).
L’hypothe`se sur le type galoisien det ρ|IF = ω
h
f = (η¯η¯
′ω)|IF impose la congruence
αi(h, γ, γ
′) + αi+f (h, γ′, γ) ≡ ν (mod e). De la` de´coule ii).
Un autre choix que nous avons fait est celui du plongement τ0. Si nous en choisissons
un autre, disons σ0, il existe un entier n tel que σ0 = τ0 ◦ ϕ−n ou` ϕ est le Frobenius
arithme´tique. Un calcul simple montre alors que, si (h, γ, γ′) encode le couple (ρ, t)
par rapport au plongement τ0, alors ce meˆme couple est encode´ par (p
nh, pnγ, pnγ′)
relativement au plongement σ0. Nous en de´duisons que le ge`ne relatif a` σ0 s’obtient a`
partir du ge`ne relatif a` τ0 simplement en de´calant les indices de n.
En conclusion, nous pouvons dire que le ge`ne lui-meˆme ne de´pend pas uniquement
du couple (ρ, t) mais e´galement de quelques choix supple´mentaires. Toutefois, cette
de´pendance est facile a` cerner et n’influence aucunement les e´quations de la varie´te´ de
Kisin que nous obtenons (voir the´ore`me 2.2.1).
De´coration des ge`nes. — A` partir d’un ge`ne, nous de´finissons des donne´es supple´men-
taires, que nous appelons de´corations, qui sont utiles pour lire les e´quations de la varie´te´
de Kisin.
De´finition 2.1.8. — Soit X un ge`ne pour lequel il existe i0 ∈ J0, f − 1K avec(
Xi0
Xi0+f
)
6∈
{(
O
O
)
,
(
O
AB
)
,
(
AB
O
)
,
(
AB
AB
)
,
(
A
B
)
,
(
B
A
)}
.
Pour i prenant successivement les valeurs i0, i0 − 1 . . . , 0, f − 1, . . . , i0 + 1 :
• si ( XiXi+f) ∈ {( AAB), (ABA ), (AA), (AO), (OA)}, nous disons que A est dominant en i dans X,
• si ( XiXi+f) ∈ {( BAB), (ABB ), (BB), (BO), (OB)}, nous disons que B est dominant en i dans X,
• sinon, si A (resp. B) est dominant dans (i+ 1) dans X, nous disons que A (resp. B)
est dominant en i dans X.
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Quand l’hypothe`se de la de´finition 2.1.8 est ve´rifie´e, nous disons que X a un ca-
racte`re dominant. Il se peut que le ge`ne associe´ a` un couple (ρ, t) n’ait pas de caracte`re
dominant ; toutefois, en vertu des lemmes 2.1.4 et 2.1.6, ces cas sont tre`s circonscrits.
Plus pre´cise´ment, le ge`ne X(h, γ, γ′) n’a pas de caracte`re dominant uniquement dans
les deux cas suivants :
• soit, il contient un couple d’alle`les (O
O
)
• soit, quitte a` e´changer les roˆles de η et η′, il est de la forme :
AB O AB · · · O AB
O AB O · · · AB O
(et donc, en particulier, il est de longueur impaire).
Pour de´montrer cette alternative, supposons que X(h, γ, γ′) ne contienne pas de couple
d’alle`les
(
O
O
)
. Alors, d’apre`s le lemme 2.1.4, il ne contient pas non plus le couple d’alle`les(
AB
AB
)
. Ainsi, quitte a` translater, il contient le couple
(
O
AB
)
. Mais, e´tant donne´ que AB est
ne´cessairement suivi de O (lemme 2.1.4), cela impose que le couple d’alle`les suivant est(
AB
O
)
. En re´pe´tant l’argument, nous aboutissons a` la conclusion annonce´e.
De´finition 2.1.9. — Soit X un ge`ne ayant un caracte`re dominant. Pour un entier
i ∈ J0, f − 1K tel que Y ∈ {A, B} soit dominant dans ( XiXi+f) et ( Xi+1Xi+f+1) :
• nous relions Xi et Xi+1+f si Xi = Y , et
• nous relions Xi+f et Xi+1 si Xi+f = Y .
La de´coration de X est l’ensemble des liens ci-dessus.
Exemple 2.1.10. — Nous conside`rons f = 11 (i.e. F = Qp11) et les parame`tres
ρ = IndGFGF ′
(ωh22) avec h =
p−1
2 + (p− 1)p3 + (p− 1)p5 + p8 + p9 + p10
η¯ = τγ0 avec γ = −p+32 − p2 − 2p3 − p5
η¯′ = τγ
′
0 avec γ
′ = −p5 − p7
Pour ces donne´es, les valeurs prises par les αi ainsi que les alle`les Xi correspondants
sont repre´sente´s dans le tableau de la figure 2. En revenant aux de´finitions, nous en
de´duisons le ge`ne associe´ ainsi que sa de´coration. Voici comment il se repre´sente sur un
ruban de Moebius :
B
A
B
A
B
A
B
B
B
A
A
B
AB
A
O
A
A
A
AB
A
O
A
Dans la repre´sentation ci-dessus, les colonnes dans lesquelles A (resp. B) est dominant
ont e´te´ dessine´es en bleu (resp. en vert). Conforme´ment a` la de´finition, les liens s’ob-
tiennent en faisant partir des segments en diagonale vers la droite a` partir des A bleus
et des B verts, pourvu que la colonne situe´e a` droite soit de la meˆme couleur. Nous
insistons en particulier sur le fait qu’en aucun cas, un lien ne peut relier deux colonnes
de couleurs diffe´rentes.
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i αi Xi i αi Xi
0 p5 + p7 A 11 p−3
2
+ (p− 1)p3 + p6 + p7 + p8 + p9 + p10 B
1 1 + p6 + p8 A 12 (p− 1) + p−3
2
p+ (p− 1)p4 + p7 + p8 + p9 + p10 B
2 1 + p+ p7 + p9 A 13 (p2 − 1) + p−3
2
p2 + (p− 1)p5 + p8 + p9 + p10 B
3 1 + p+ p2 + p8 + p10 B 14 (p3 − 1) + p−3
2
p3 + (p− 1)p6 + p9 + p10 B
4 1 + p+ p2 + p3 + p9 A 15 p−1
2
p4 + (p− 1)p7 + p10 B
5 p+ p2 + p3 + p4 + p10 B 16 p+ p−1
2
p5 + (p− 1)p8 A
6 p+ p2 + p3 + p4 + p5 A 17 p2 + p−1
2
p6 + (p− 1)p9 AB
7 p2 + p3 + p4 + p5 + p6 A 18 (p− 1) + p3 + p−1
2
p7 + (p− 1)p10 O
8 (p− 1) + p3 + p4 + p5 + p6 + p7 A 19 (p2 − 1) + p4 + p−1
2
p8 A
9 (p− 1)p+ p4 + p5 + p6 + p7 + p8 A 20 (p3 − 1) + p5 + p−1
2
p9 AB
10 (p− 1)p2 + p5 + p6 + p7 + p8 + p9 A 21 (p4 − 1) + p6 + p−1
2
p10 O
Figure 2. Valeurs des αi et des Xi dans le cas de l’exemple 2.1.10
2.2. De´termination de la varie´te´ de Kisin. — Nous e´nonc¸ons les re´sultats de
de´termination de la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) en termes du ge`ne de´core´ X. Les
preuves font l’objet de la partie suivante (§3).
The´ore`me 2.2.1. — La varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) est isomorphe a` une sous-
varie´te´ ferme´e K(t, ρ) de ∏f−1i=0 P1kE .
Soit X un ge`ne associe´ au couple (ρ, t). En notant [xi : xi+f ] les coordonne´es ho-
moge`nes sur le i-ie`me facteur (0 6 i < f) et en convenant que xi = xi mod 2f pour i
entier, la varie´te´ K(t, ρ) est de´finie par les e´quations suivantes :
(A) xi = 0 pour tout i ∈ J0, 2f − 1K tel que Xi = O
(B1) xixi+f+1 = xi+1xi+f (i.e. [xi : xi+f ] = [xi+1 : xi+f+1]) chaque fois que nous
observons, dans X, le motif
Xi Xi+1
Xi+f Xi+f+1
(B2) xixi+f+1 = 0 chaque fois que nous observons, dans X, le motif
Xi Xi+1
Xi+f Xi+f+1
(B3) xi+1xi+f = 0 chaque fois que nous observons, dans X, le motif
Xi Xi+1
Xi+f Xi+f+1
Remarque 2.2.2. — L’e´criture dans le jeu d’e´quations (B2) (resp. le jeu d’e´quations
(B3)) sous-entend qu’il n’y a pas de lien entre Xi+1 et Xi+f (resp. entre Xi et Xi+f+1).
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Ainsi, pour un i donne´, les cas (B1), (B2) et (B3) s’excluent mutuellement. Nous re-
marquons de plus que les jeux d’e´quations (B2) et (B3) sont e´quivalents et se de´duisent
l’un de l’autre par la transformation i 7→ i+f . Nous avons toutefois pre´fe´re´ mentionner
explicitement cette re´pe´tition pour plus de clarte´.
En particulier, nous remarquons que la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) est vide de`s lors
qu’un ge`ne associe´ a` (t, ρ) contient le couple d’alle`les
(
O
O
)
. Nous verrons dans la suite
(cf proposition 4.1.3) que la re´ciproque est e´galement vraie.
Notons que l’isomorphisme K(t, ρ) → GRψ(v, t, ρ) est entie`rement explicite (3) ; au-
trement dit, nous pouvons e´galement lire sur le ge`ne, la structure du re´seau de Breuil–
Kisin correspondant a` chacun des points de la varie´te´ de Kisin. Le the´ore`me 2.2.1
permet e´galement d’e´tablir des proprie´te´s fines sur la ge´ome´trie de la varie´te´ de Kisin ;
ces aspects sont discute´s au §4.
2.3. Premiers exemples. — Dans ce paragraphe, nous presentons quelques
exemples d’utilisation du the´ore`me 2.2.1 de de´termination de la varie´te´ de Kisin et en
profitons pour illustrer diffe´rentes proprie´te´s ge´ome´triques des varie´te´s de Kisin (§2.3.2,
§2.3.3, §2.3.4). Ensuite (§2.3.5), sous l’hypothe`se de ge´ne´ricite´ de la repre´sentation ρ
(au sens de [BM]), nous montrons que la varie´te´ de Kisin est toujours re´duite a` un
point.
2.3.1. Petites valeurs de f . — Pour les petites valeurs de f , il est possible de lister tous
les ge`nes possibles (a` syme´trie pre`s) ne contenant pas le couple d’alle`les
(
O
O
)
et satisfai-
sant aux conditions des lemmes 2.1.4 et 2.1.6 puis, pour chacun d’eux, de de´terminer
la varie´te´ de Kisin correspondante a` l’aide du the´ore`me 2.2.1.
Nous avons fait l’exercice pour f = 2 et f = 3 et avons reporte´ les re´sultats obtenus
respectivement dans les tableaux de la figure 3 (page 17) et de la figure 4 (page 40).
Pour f = 2, nous avons indique´ en outre un ou plusieurs couples (t, ρ) qui conduisent
a` chaque ge`ne pre´sente´. Les re´sultats auxquels nous aboutissons sont en accord avec
ceux de [CDM] qui avaient e´te´ obtenus par des me´thodes diffe´rentes qui ne s’e´tendent
a priori pas a` f > 2. Signalons enfin que, dans le cas f = 3, nous avons fait apparaˆıtre
la stratification par le genre sur les varie´te´s de Kisin ; celle-ci est de´finie et e´tudie´e au
§5.
2.3.2. Chaˆınes de P1. — Conside´rons le syste`me d’e´quations donne´ par le fragment
de diagramme de longueur `+ 1 (avec ` 6 f − 1) repre´sente´ ci-dessous.
xi xi+1 xi+2 · · · xi+`−1 xi+`
xi+f xi+f+1 xi+f+2 · · · xi+`+f−1 xi+`+f
3. Nous renvoyons au §3.2.5 pour sa construction.
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ρ = IndGFGF ′ (ω
1+r0
4 nr
′(θ)) Type t = η ⊕ η′ Ge`ne Varie´te´ de Kisin
r0 = 0 ω
r0
2 ⊕ ω−p2 B
B
B
A
[1 : 0]× [1 : 0]
1 6 r0 6 p− 2 ωr02 ⊕ ω−p2 O
B
O
AB
[1 : 0]× [1 : 0]
1 6 r0 6 p− 2 ωr0−p4 ⊕ 1 AB
A
O
A
[0 : 1]× [1 : 0]
0 6 r0 6 p− 3 ω1+r0−p2 ⊕ ω−12 AB
A
O
B
P1kE × [1 : 0]
Figure 3. Varie´te´ de Kisin de la repre´sentation ρ = IndGFGF ′ (ω
1+r0
4 · nr′(θ)).
Les e´quations correspondantes sont :
(10) xi+j+1xi+j+f = 0 pour j ∈ J0, `K
Ainsi si, pour un certain j0, la coordonne´e xi+j0 ne s’annule pas, nous de´duisons que
xi+f+j0−1 = 0 et par suite que le point projectif [xi+j0−1 : xi+f+j0−1] est e´gal a` [1 : 0].
De proche en proche, nous obtenons alors [xi+j : xi+j+f ] = [1 : 0] pour tout j ∈J0, j0 − 1K. De manie`re similaire, si la coordonne´e xi+j0+f est non nulle, alors nous
avons [xi+j : xi+j+f ] = [0 : 1] pour tout j ∈ Jj0 + 1, `K. Il re´sulte de ceci que les
solutions du syste`me (10) sont les `-uplets ([xi+j : xi+j+f ])16j6` de points projectifs de
la forme :
[1 : 0], . . . , [1 : 0], [xi+j0 : xi+j0+f ], [0 : 1], . . . , [0 : 1].
Ge´ome´triquement cela correspond a` une chaˆıne de P1kE de longueur `+ 1.
2.3.3. Un cas non e´quidimensionnel. — L’exemple pre´ce´dent montre que les varie´te´s
de Kisin ne sont pas irre´ductibles en ge´ne´ral. Elles peuvent meˆme ne pas eˆtre
e´quidimensionnelles. L’exemple le plus simple de ce phe´nome`ne est donne´ par le
diagramme suivant (f = 4) :
x0 x1 x2 x3
x4 x5 x7 0
La varie´te´ de Kisin correspondante est l’union de {[0 : 1]} × P1kE × {[0 : 1]} × {[1 : 0]}
et P1kE × {[1 : 0]} × P1kE × {[1 : 0]}, c’est-a`-dire d’une copie de P1kE et d’une copie de
P1kE × P1kE s’intersectant transversalement en un point.
2.3.4. Un produit. — Reprenons a` pre´sent l’exemple 2.1.10 dont le ge`ne de´core´ a de´ja`
e´te´ de´termine´. En remplac¸ant les alle`les A, B, AB par des variables xi et l’alle`le O par
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0 comme le veut le the´ore`me 2.2.1, nous obtenons le diagramme ci-apre`s qui code les
e´quations de la varie´te´ de Kisin correspondante.
x11
x0
x12
x1
x13
x2
x14
x3
x15
x4
x16
x5
x17
x6
0
x7
x19
x8
x20
x9
0
x10
A` ce niveau, plusieurs simplifications e´le´mentaires peuvent eˆtre faites. Par exemple,
le lien qui relie x6 a` 0 est inutile car le produit de ces deux valeurs est toujours nul.
De meˆme, comme [x7 : 0] de´signe un point de l’espace projectif, nous pouvons, sans
perte de ge´ne´ralite´, supposer que x7 vaut 1. Le lien entre x7 et x19 implique alors
que x19 s’annule ne´cessairement et, par suite, comme pre´ce´demment, que x8 peut eˆtre
suppose´ e´gal a` 1. Les de´corations nous apprennent e´galement que les points projectifs
[x8 : x19] = [1 : 0] et [x9 : x20] doivent co¨ıncider ; ainsi, nous avons x20 = 0 et nous
pouvons supposer que x9 = 1. Enfin, la coordonne´e x10 peut eˆtre, elle aussi, suppose´e
eˆtre e´gale a` 1 car elle est face a` un 0. Apre`s ces simplifications, nous obtenons :
x11
x0
x12
x1
x13
x2
x14
x3
x15
x4
x16
x5
x17
x6
0
1
0
1
0
1
0
1
En nous appuyant sur les deux exemples traite´s pre´ce´demment, nous pouvons affir-
mer que la varie´te´ de Kisin qui nous inte´resse est isomorphe a` un produit V1 × V2 ou`
V1 est une chaˆıne de P1kE de longueur 4 et V2 est l’union d’une copie de P1kE et d’une
copie de P1kE × P1kE qui s’intersectent transversalement en un point.
2.3.5. Le cas d’une repre´sentation ge´ne´rique. — Rappelons ρ ' IndGFGF ′
(
ωh2f · nr′(θ)
)
avec h ≡ 1 +∑f−1i=0 hipf−1−i mod (q + 1) (voir (9)).
De´finition 2.3.1. — La repre´sentation ρ est dite ge´ne´rique si pour tout i ∈ J0, f−1K,
1 6 hi 6 p− 2.
Corollaire 2.3.2. — Si ρ est ge´ne´rique, la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) est soit vide,
soit re´duite a` un point.
De´monstration. — Soit i ∈ J0, f − 1K. Un calcul direct a` partir des formules du lemme
2.1.3 aboutit a` :
αi+f − αi ≡
f−1∑
j=0
hi+jp
f−1−j (mod e).
Or l’hypothe`se de ge´ne´ricite´ implique que 1 6 hj 6 p− 2 pour tout j ∈ Z et, par suite,
que le membre de droite dans la congruence pre´ce´dente est dans l’intervalle [ν, e−ν]. De
plus, s’il existe un entier i tel que αi+f − αi ≡ ±ν (mod e), nous de´duisons que η = η′
(cf de´monstration du lemme 2.1.6), ce qui est exclu. Ainsi, pour tout i, la diffe´rence
αi+f − αi est congrue modulo e a` un entier de l’intervalle ]ν, e− ν[. Il re´sulte que ceci
que αi > ν ou αi+f > ν et, par conse´quent, qu’au moins l’un des deux alle`les Xi ou
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Xi+f est e´gal a` O. Par le the´ore`me 2.2.1, ceci implique que GR
ψ
(v, t, ρ) est soit vide,
soit re´duite a` un point.
3. Le calcul de la varie´te´ de Kisin
Le but de cette partie est de de´montrer le the´ore`me 2.2.1.
3.1. Module de Breuil–Kisin maximal.— Nous reprenons les notations des pa-
ragraphes pre´ce´dents (αi)i∈Z, (Xi)i∈Z (voir §2.1) et M(ρ) = (M(ρ)(i))06i6f−1 de base
(ε
(i)
0 , ε
(i)
1 )06i6f−1 (voir §1.2) associe´es a` ρ ' IndGFGF ′
(
ωh2f · nr′(θ)
)
. Effectuons les chan-
gements de base
e
(i)
0 = u
−b pih
q+1
c
ε
(i)
0 , e
(i)
1 = u
−b pi+fh
q+1
c−eb pih
q+1
c
ε
(i)
1 , 0 6 i 6 f − 1.
Dans les bases (e
(i)
0 , e
(i)
1 )06i6f−1, les matrices de ϕ : M(ρ)(i) →M(ρ)(i+1) sont
(11)
(
uhi 0
0 uhi+f
)
pour 0 6 i 6 f − 2,(
0 θ−1uh2f−1
uhf−1 0
)
pour i = f − 1.
De plus, ωf e´tant d’ordre e, la donne´e de descente agit par g ∈ Gal(L/F ),
[g] · (e(i)0 ) = (τi ◦ ωf )(g)−b
pih
q+1
c
e
(i)
0(12)
[g] · (e(i)1 ) = (τi ◦ ωf )(g)−b
pi+fh
q+1
c
e
(i)
1 .(13)
Notons M(ρ¯) le sous kF [[u]]-module de M(ρ¯) engendre´ par les e
(i)
0 , e
(i)
1 , 0 6 i 6 f−1.
Comme M(ρ¯) est stable sous l’action de kE , c’est un
(
kE ⊗Fp kF [[u]]
)
-module. La
proposition suivante est un analogue de la Proposition 3.6.7 de [CL].
Proposition 3.1.1. — Soit R une kE-alge`bre. Le
(
R⊗Fp kF [[u]]
)
-module R⊗kEM(ρ)
est maximal pour l’inclusion parmi les
(
R⊗Fp kF [[u]]
)
-re´seaux de R⊗FpM(ρ) qui sont
stables par ϕ.
De´monstration. — Il suffit de montrer que si x est un e´le´ment de R ⊗Fp M(ρ) qui
n’appartient pas a` R⊗kE M(ρ), alors le
(
R⊗Fp kF [[u]]
)
-module engendre´ par les ϕn(x)
pour n > 0 n’est pas de type fini. Or, un calcul direct montre que si v > 0, alors :
ϕ2f (u−ve(i)0 ) = α0u
−w0e(i)0 et ϕ
2f (u−ve(i)1 ) = α1u
−w1e(i)1
ou` α0 et α1 sont des e´le´ments non nuls de kE et w0 et w1 sont des entiers strictement
infe´rieurs a` v. La proprie´te´ annonce´e et, par suite, la proposition en re´sultent.
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3.2. De´termination des re´seaux. — Dans ce paragraphe §3.2, nous fixons une
kE-alge`bre S ainsi qu’un re´seau de Breuil–Kisin M de type (v, t) (voir de´finition 1.3.2)
sur S⊗ZpS inclus dans S⊗FpM(ρ). Pour alle´ger les notations, nous posons a` partir de
maintenant SS = S ⊗Zp S. De la proposition 3.1.1, nous de´duisons que M est inclus
dans S⊗kEM(ρ). Nous rappelons qu’e´tant donne´ que S est une kE-alge`bre, les modules
M et M(ρ) se de´composent de fac¸on canonique comme suit :
M = M(0) ⊕ · · · ⊕M(f−1) et M(ρ) = M(ρ)(0) ⊕ · · · ⊕M(ρ)(f−1)
ou` les M(i) (resp. M(ρ)(i)) sont des modules sur S
(i)
S = S ⊗kF ,τi kF [[u]] (resp. sur
S ⊗kF ,τi kF [[u]]). L’inclusion M ⊂ S ⊗kE M(ρ) se lit alors facteur par facteur : elle
implique que, pour tout i, nous avons M(i) ⊂ S ⊗kE M(ρ)(i).
Dans ce paragraphe §3.2, nous supposons de surcroˆıt que M est libre (de rang 2)
comme module sur SS . Ceci est e´quivalent a` demander la liberte´ des M
(i) sur S ⊗kE
kE [[u]].
3.2.1. Action de la donne´e de descente. — De l’inclusion M(i) ⊂ S ⊗kE M(ρ)(i), nous
de´duisons que, pour tout i entre 0 et f − 1, toute S(i)S -base de M(i) a des coordonne´es
dans la base (e
(i)
0 , e
(i)
1 ) qui appartiennent a` S
(i)
S . Soit i un indice entre 0 et f−1. Comme
M est de type (v0, t), il existe une S
(i)
S -base (e
(i)
η , e
(i)
η′ ) de M
(i) sur laquelle l’action de
g ∈ Gal(L/K) est donne´e par g · e(i)η = η¯(g)e(i)η et g · e(i)η′ = η¯′(g)e(i)η′ . Fixons une telle
base (e
(i)
η , e
(i)
η′ ) et notons P
(i) la matrice de passage de (e
(i)
η , e
(i)
η′ ) a` (e
(i)
0 , e
(i)
1 ).
Lemme 3.2.1. — La matrice P (i) est de la forme :
P (i) =
(
uαiai u
α′ib′i
uαi+f bi u
α′i+fa′i
)
,
avec ai, a
′
i, bi et b
′
i dans S⊗kE kE [[ue]] et (α′i)i>0 la suite d’e´le´ments de J0, e−1K de´finis
par les congruences
(14) α′i + αi+f ≡ ν (mod e).
De´monstration. — Les e´quations (12) et (13) assurent que g ∈ Gal(L/K) agit sur
uαie
(i)
0 et sur u
αi+f e
(i)
1 par multiplication par η¯(g). Ainsi, e´tant donne´s s0, s1 ∈ S(i)S , le
groupe de Galois Gal(L/K) agit sur s0e
(i)
0 +s1e
(i)
1 via le caracte`re η¯ si, et seulement s’il
fixe uαis0 et u
αi+f s1, c’est-a`-dire si, et seulement si ces deux e´le´ments appartiennent a`
S ⊗kE kE [[ue]]. Nous en de´duisons la forme annonce´e pour la premie`re colonne de
la matrice P (i). Pour la deuxie`me colonne, il suffit de remarquer que la condition
det ρ|IF = ω
h
f = (η¯η¯
′ω)|IF implique :
α′i ≡
⌊
pih
q + 1
⌋
− piγ (mod e)
c’est-a`-dire que α′i est construit de la meˆme manie`re que αi apre`s avoir e´change´ les
roles de η et η′.
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Remarque 3.2.2. — D’apre`s la de´monstration ci-dessus, les entiers α′i sont e´gaux aux
αi(h, γ
′, γ) (voir lemme 2.1.7). Ceci justifie la notation que nous avons utilise´e et e´claire
sur la comple´mentarite´ des roˆles joue´s par αi (associe´ a` η
′) et α′i (associe´ a` η).
3.2.2. La condition sur le de´terminant. — Pour tout i dans Z/fZ , la matrice de
l’application ϕ : M(i) → M(i+1) dans les bases respectives (e(i)η , e(i)η′ ) et (e(i+1)η , e(i+1)η′ )
s’e´crit :
(15) H(i) = (P (i+1))−1G(i)ϕ(P (i))
ou` G(i) est la matrice donne´e par la formule (11).
Lemme 3.2.3. — Pour tout i dans J0, f − 1K, nous avons
detP (i) ≡ aiuν (mod uν+1SS)
ou` ai est un e´le´ment inversible de S et ou` nous rappelons que ν =
pf−1
p−1 − 1.
De´monstration. — Soit i ∈ Z/fZ. Le fait que M(i) et M(ρ)(i) engendrent le meˆme
S
(i)
S [1/u]-module implique que la matrice P
(i) est inversible dans M2(S
(i)
S [1/u]). Ainsi
son de´terminant ve´rifie detP (i) ≡ aiuνi (mod uνi+1SS) pour un certain entier positif
ou nul νi et un certain e´le´ment ai qui est inversible dans S. En outre, vue la forme de
G(i), l’e´galite´ (15) entraˆıne l’e´galite´ nume´rique e = pνi − νi+1 + p− 1. Comme νf et ν0
co¨ıncident, tous les νi sont e´gaux au point fixe ν.
Du lemme 3.2.3, il re´sulte que, pour tout entier d supe´rieur ou e´gal a` ν, les vecteurs
ude
(i)
0 et u
de
(i)
1 sont dans l’image de P
(i), c’est-a`-dire dans M(i). Ceci est en particulier
vrai pour d = e et implique que nous pouvons, sans perte de ge´ne´ralite´, choisir P (i) de
la forme
P (i) =
(
uαiai u
α′ib′i
uαi+f bi u
α′i+fa′i
)
,
avec ai, bi, a
′
i et b
′
i dans S. En vertu du lemme 3.2.3, nous obtenons :
(16) αi + α
′
i+f = ν ou αi+f + α
′
i = ν.
3.2.3. Une forme normale pour les P (i). — Soit i ∈ J0, f−1K un entier fixe´. Supposons,
dans un premier temps, que αi+α
′
i+f = ν < αi+f+α
′
i. Alors αi+f+α
′
i est ne´cessairement
supe´rieur ou e´gal a` ν + e, e´tant donne´ qu’il doit eˆtre congru a` ν modulo e. Comme
αi+f < e et α
′
i < e, nous en de´duisons que αi 6 ν < α′i et α′i+f 6 ν < αi+f . Ainsi,
quitte a` modifier la base de M(i) — ce qui revient a` faire des ope´rations sur les colonnes
de P (i) — nous pouvons supposer que P (i) prend la forme :
(17) P (i) =
(
uαi 0
0 uν−αi
)
.
De la meˆme manie`re, si α′i + αi+f = ν < α
′
i+f + αi, nous pouvons supposer que :
(18) P (i) =
(
0 uν−αi+f
uαi+f 0
)
.
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Il reste a` examiner le cas ou` αi +α
′
i+f = αi+f +α
′
i = ν. Posons δ = ν − (αi +αi+f ).
De meˆme que dans la de´monstration du lemme 2.1.6, nous voyons que la condition
η 6= η′ implique δ 6= 0. Par ailleurs, la matrice P (i) s’e´crit :
P (i) =
(
uαiai u
αi+δb′i
uαi+f bi u
αi+f+δa′i
)
.
Ainsi, dans le cas ou` δ > 0, l’image de P (i) ne de´pend pas des valeurs de a′i et b
′
i de`s
lors que celles-ci ve´rifie la condition :
(19) aia
′
i − bib′i ∈ S×
ou` S× de´signe le groupe des unite´s de S. De plus, remplacer le couple (ai, bi) par
(sai, sbi) avec s ∈ S× ne modifie pas non plus l’image de P (i). Par ailleurs, l’exis-
tence des e´le´ments a′i et b
′
i ve´rifiant la condition (19) entraˆıne que le sous-module de
S2 engendre´ par (ai, bi) de´finit un point de l’espace projectif P1(S) (i.e. le quotient
S2/(ai, bi)S est projectif). Dans la suite, nous utilisons la notation classique [ai : bi]
pour de´signer ce point. En conclusion, le re´seau M(i) est entie`rement caracte´rise´ par le
S-point [ai : bi] de la droite projective. De la meˆme manie`re, si δ < 0, nous trouvons
que M(i) est de´termine´ par le point projectif [a′i : b
′
i] ∈ P1(S).
3.2.4. Stabilite´ par ϕ. — Examinons a` pre´sent a` quelle condition sur ai, bi, a
′
i, b
′
i le
re´seau M est stable par ϕ, c’est-a`-dire a` quelle condition les matrices H(i) de´finies par
l’e´galite´ (15) sont a` coefficients dans SS . Un calcul imme´diat montre que la matrice
H(i) est de la forme :
(20)
H(i) = (P (i+1))−1G(i)ϕ(P (i)) = (det(P (i+1)))−1K(i) = (det(P (i+1)))−1
(
Ai B
′
i
Bi A
′
i
)
ou` les coefficients de la matrice K(i) sont donne´s par les formules suivantes :
• Ai = aia′i+1uα
′
i+1+f+pαi+hi − bib′i+1uα
′
i+1+pαi+f+hi+f ,
• B′i = b′ia′i+1uα
′
i+1+f+pα
′
i+hi − a′ib′i+1uα
′
i+1+pα
′
i+f+hi+f ,
• Bi = −aibi+1uαi+1+f+pαi+hi + biai+1uαi+1+pαi+f+hi+f ,
• A′i = −b′ibi+1uαi+1+f+pα
′
i+hi + a′iai+1u
αi+1+pα
′
i+f+hi+f ,
lorsque i est entre 0 et f − 2 et par une formule analogue qui tient compte de la forme
antidiagonale de G(f−1) (cf Eq. (11)) lorsque i = f − 1. Comme le de´terminant de
P (i+1) est de valuation ν, la matrice H(i) est a` coefficients dans S
(i+1)
S si, et seulement
si tous les coefficients de K(i) de degre´ strictement infe´rieur a` ν s’annulent. Ceci fournit
des conditions alge´briques qui de´terminent les e´quations de la varie´te´ de Kisin, comme
nous allons le pre´ciser dans la partie §3.2.5 suivante.
3.2.5. La varie´te´ K(t, ρ). — Conside´rons l’espace K = ∏f−1i=0 P1kE et notons [xi : xi+f ]
les coordonne´es homoge`nes sur la i-ie`me copie de P1kE en convenant, de meˆme que dans
l’e´nonce´ du the´ore`me 2.2.1, que xi = xi mod 2f pour i ∈ N. Soit K(t, ρ) la sous-varie´te´
de K de´finie par les familles d’e´quations suivantes :
(A) xi = 0 lorsque αi + α
′
i+f > ν,
(A’) xi+f = 0 lorsque αi+f + α
′
i > ν,
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(B) l’annulation des coefficients de degre´ strictement infe´rieur a` ν dans Ai, A
′
i, Bi
et B′i apre`s avoir pose´ lorsque αi + α
′
i+f = αi+f + α
′
i = ν :
xi = ai et xi+f = bi si αi + αi+f < ν,
xi = a
′
i et xi+f = b
′
i si αi + αi+f > ν.
Nous allons construire un morphisme K(t, ρ)→ GRψ(v, t, ρ) a` l’aide du foncteur des
points. Fixons une kE-alge`bre T et conside´rons un point (L0, . . . , Lf−1) ∈ K(T ). Chaque
Li est donc un sous-T -module projectif de rang 1 de T
2 tel que le quotient T 2/Li soit
aussi projectif. A` cette donne´e, nous associons un nouveau f -uplet (Λ(0), . . . ,Λ(f−1))
ou` Λ(i) est le S
(i)
T -re´seau de M(ρ)
(i) de´fini ainsi :
(A) si αi + α
′
i+f > ν, Λ
(i) = uαie
(i)
0 + u
ν−αie(i)1 ;
(A’) si α′i + αi+f > ν, Λ
(i) = uν−αi+f e(i)0 + u
αi+f e
(i)
1 ;
(B) si αi + α
′
i+f = α
′
i + αi+f = ν et αi + αi+f < ν :
Λ(i) = ι
(
Li ⊗T S(i)T + uν−αi−αi+f (S(i)T )2
)
ou` ι : (S
(i)
T )
2 →M(ρ)(i), (s0, s1)→ uαis0e(i)0 + uαi+f s1e(i)1 ;
(B’) si αi + α
′
i+f = α
′
i + αi+f = ν et αi + αi+f > ν :
Λ(i) = ι′
(
Li ⊗T S(i)T + uν−α
′
i−α′i+f (S(i)T )
2
)
ou` ι′ : (S(i)T )
2 →M(ρ)(i), (s0, s1)→ uα′is0e(i)0 + uα
′
i+f s1e
(i)
1 .
Cette association de´finit un morphisme K dans la grassmanienne affine ade´quate
qui induit, par restriction et corestriction, un morphisme entre varie´te´s alge´briques
K(t, ρ) → GRψ(v, t, ρ). Nous ve´rifions imme´diatement que ce dernier est injectif sur
les T -points pour toute kE-alge`bre T . Conside´rons a` pre´sent une kE-alge`bre T , ainsi
que (Λ(0), . . . ,Λ(f−1)) un T -point de la varie´te´ de Kisin GRψ(v, t, ρ). Il existe un re-
couvrement ouvert T → S tel que les S ⊗T Λ(i) soient tous libres. Des re´sultats des
§3.2.1–3.2.4, nous de´duisons alors que le S-point (S ⊗T Λ(i))06i<f de GRψ(v, t, ρ) pro-
vient d’un S-point de K(t, ρ). Il en re´sulte que le morphisme K(t, ρ) → GRψ(v, t, ρ)
est un isomorphisme et nous avons ainsi de´montre´ la premie`re assertion du the´ore`me
2.2.1.
3.3. Traduction ge´ne´tique. — Afin d’obtenir une de´monstration comple`te du
the´ore`me 2.2.1, il nous reste a` re´interpre´ter les e´quations de´finissant K(t, ρ) dans le
langage ge´ne´tique. C’est l’objet de cette partie. Nous choisissons et fixons un ge`ne
associe´ au couple (ρ, t), que nous noterons X = (Xi)i∈Z.
Lemme 3.3.1. — Pour i ∈ J0, f − 1K, nous avons les e´quivalences suivantes :
i) αi + α
′
i+f > ν si et seulement si Xi = O
ii) α′i + αi+f > ν si et seulement si Xi+f = O
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De´monstration. — Par de´finition, si Xi = O alors αi > ν et donc a fortiori nous avons
αi +α
′
i+f > ν. Re´ciproquement, supposons αi +α
′
i+f > ν. Alors, de la congruence (14)
applique´e a` i+f , nous de´duisons que αi+α
′
i+f > ν+e et, par suite, αi > ν+e−α′i+f > ν
car α′i+f < e. Ainsi Xi = O.
La de´monstration du ii) est similaire.
Il re´sulte du lemme 3.3.1 que les jeux d’e´quations (A) et (A’) apparaissant dans la
de´finition de K(t, ρ) (§3.2.5) correspondent aux e´quations (A) du the´ore`me 2.2.1. Il ne
reste donc plus qu’a` de´montrer que le jeu (B) fournit les meˆmes e´quations que les jeux
(B1), (B2) et (B3) du the´ore`me 2.2.1. D’apre`s la discussion qui suit la de´finition 2.1.8,
si X n’a pas de caracte`re dominant, le re´sultat est clair. Nous supposons donc, a` partir
de maintenant, que X a un caracte`re dominant.
Lemme 3.3.2. — Soit i ∈ J0, f − 1K tel que Xi 6= O et Xi+f 6= O. Alors :
i) αi + α
′
i+f = α
′
i + αi+f = ν
ii) A (resp. B) est dominant en i ssi αi + αi+f < ν (resp. αi + αi+f > ν).
De´monstration. — L’e´nonce´ i) est une conse´quence directe du lemme 3.3.1. Supposons
a` pre´sent que A soit dominant dans
(
Xi
Xi+f
)
et de´montrons que αi + αi+f < ν. S’il y a
parmi Xi et Xi+f exactement un A et un B, le lemme 2.1.3 implique que
ν − αi+1 − αi+f+1 = p · (ν − αi − αi+f )
et nous sommes ramene´s a` l’e´nonce´ analogue ou` i est remplace´ par i + 1. Ainsi, nous
pouvons supposer que le couple d’alle`les
(
Xi
Xi+f
)
est
(
A
A
)
,
(
A
AB
)
ou
(
AB
A
)
. Mais alors :
ν − αi − αi+f > p−2p ν − εi − εi+f si
(
Xi
Xi+f
)
=
(
A
A
)
ν − αi − αi+f > 0 sinon.
Dans tous les cas, nous avons bien ν − αi − αi+f > 0 puisque p−2p ν − εi − εi+f =
(p − 2)(1 + · · · + pf−2) − 2 > 0 pour p > 5. De la meˆme manie`re, nous de´montrons
que si B est dominant dans
(
Xi
Xi+f
)
, alors αi + αi+f > ν. Les e´quivalences de ii) en
de´coulent.
Rappelons que le jeu d’e´quations (B) s’obtient en e´crivant que les coefficients de
degre´ strictement infe´rieur a` ν dans les quatre expressions suivantes s’annulent :
• Ai = aia′i+1uα
′
i+1+f+pαi+hi − bib′i+1uα
′
i+1+pαi+f+hi+f ,
• B′i = b′ia′i+1uα
′
i+1+f+pα
′
i+hi − a′ib′i+1uα
′
i+1+pα
′
i+f+hi+f ,
• Bi = −aibi+1uαi+1+f+pαi+hi + biai+1uαi+1+pαi+f+hi+f ,
• A′i = −b′ibi+1uαi+1+f+pα
′
i+hi + a′iai+1u
αi+1+pα
′
i+f+hi+f .
Nous remarquons que toutes les puissances de u qui apparaissent dans les coefficients
diagonaux Ai et A
′
i sont (positives et) congrues a` ν modulo e. Ces puissances sont donc
supe´rieures ou e´gales a` ν et les coefficients Ai et A
′
i n’apportent donc aucune contrainte.
Pour Bi et B
′
i, nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 3.3.3. — Pour i ∈ J0, f − 1K, nous avons :
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• αi+1+f + pαi + hi < ν ssi A est dominant en (i+ 1) et Xi ∈ {A, AB}.
Lorsque c’est le cas, Xi+f = O ou A est dominant en i.
• αi+1 + pαi+f + hi+f < ν ssi A est dominant en (i+ 1) et Xi+f ∈ {A, AB}.
Lorsque c’est le cas, Xi = O ou A est dominant en i.
• α′i+1+f + pα′i + hi < ν ssi B est dominant en (i+ 1) et Xi+f ∈ {B, O}.
Lorsque c’est le cas, Xi = O ou B est dominant en i.
• α′i+1 + pα′i+f + hi+f < ν ssi B est dominant en (i+ 1) et Xi ∈ {B, O}.
Lorsque c’est le cas, Xi+f = O ou B est dominant en i.
De plus, dans chacun des quatre cas pre´ce´dents, nous avons Xi+1 6= O et Xi+1+f 6= O.
De´monstration. — Supposons αi+1+f + pαi + hi < ν. Alors pαi + hi < ν et, par suite,
αi < ν/p < νρ,i. Ainsi Xi ∈ {A, AB}. De plus αi+1 ≡ pαi + hi (mod e) et, donc, d’apre`s
le lemme 2.1.3, αi+1 = pαi + hi < ν. Ainsi αi+1 + α
′
i+1+f = α
′
i+1 + αi+1+f = ν et
α′i+1−αi+1 = ν −αi+1+f −αi+1 > 0. Donc A est dominant en (i+ 1) d’apre`s le lemme
3.3.2. Les autres re´sultats sont analogues, en constatant qu’un calcul similaire a` celui du
lemme 2.1.3 montre que les coefficients (α′i)i>0, de´finis par la congruence (14) satisfont
pα′i+f + hi = α
′
i+1+f si et seulement si Xi+f ∈ {O, B}.
Supposons a` pre´sent qu’il apparaisse dans Bi un coefficient de degre´ strictement
infe´rieur a` ν. Alors, αi+1+f+pαi+hi < ν ou αi+1+pαi+f+hi+f < ν et, par suite, d’apre`s
les deux premie`res assertions du lemme 3.3.3, A est dominant en (i + 1). Nous remar-
quons, de plus, que le coefficient devant uαi+1+f+pαi+hi (resp. devant uαi+1+pαi+f+hi+f )
s’annule si Xi+f = O (resp. Xi = O). En utilisant a` nouveau le lemme 3.3.3, nous
de´duisons que A est aussi dominant en i. Ces conclusions, combine´es au lemme 2.1.4 et
au fait que le couple d’alle`les
(
O
O
)
ne peut apparaˆıtre, restreignent les possibilite´s pour(
Xi
Xi+f
)
de la manie`re suivante :(
Xi
Xi+f
)
∈
{(
A
A
)
,
(
A
B
)
,
(
B
A
)
,
(
O
A
)
,
(
A
O
)}
.
Le tableau ci-dessous pre´sente, pour chacune des valeurs possibles de
(
Xi
Xi+f
)
, l’e´quation
donne´e par Bi ainsi que la de´coration entre les positions i et i+ 1. (Remarquons que,
si les deux puissances de u qui apparaissent dans Bi sont strictement infe´rieures a` ν,
alors elles sont ne´cessairement e´gales car congrues modulo e.)
(
Xi
Xi+f
)
E´quation De´coration(
A
A
)
aibi+1 = ai+1bi(
A
O
)
bi+1 = 0(
A
B
)
aibi+1 = 0(
O
A
)
ai+1 = 0(
B
A
)
ai+1bi = 0
En gardant a` l’esprit qu’e´tant donne´ que A est dominant en i et i+1, les variables ai, bi,
ai+1 et bi+1 correspondent respectivement a` xi, xi+f , xi+1 et xi+f+1, nous constatons
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que les e´quations provenant de Bi sont un sous-ensemble de celles des jeux (B1), (B2)
et (B3).
Re´ciproquement, conside´rons une e´quation E donne´e par l’un des trois jeux
pre´ce´dents correspondant a` une de´coration entre les positions i et (i + 1) ou` A est
dominant. Si Xi ∈ {A, AB}, la premie`re e´quivalence du lemme 3.3.3 nous apprend que
αi+1+f + pαi + hi < ν, d’ou` nous de´duisons que l’e´quation E est bien une e´quation de
la varie´te´ K(t, ρ). Nous concluons de la meˆme manie`re si Xi+f ∈ {A, AB} en utilisant
la deuxie`me e´quivalence du lemme 3.3.3. Enfin, nous remarquons que ces deux cas
regroupent toutes les possibilite´s puisque nous avons suppose´ que A est dominant en i.
Nous avons ainsi de´montre´ que les e´quations provenant de Bi co¨ıncident exactement
avec les e´quations des jeux (B1), (B2) et (B3) qui correspondent a` une de´coration
entre deux positions ou` A est dominant.
Exactement de la meˆme manie`re, nous de´montrons que les e´quations correspondant a`
une de´coration entre deux positions ou` B est dominant co¨ıncident avec celles provenant
B′i. E´tant donne´ que, par de´finition, les de´corations sur X n’existent qu’entre deux
indices i et (i+ 1) ayant meˆme alle`le dominant, le the´ore`me 2.2.1 est de´montre´.
4. Ge´ome´trie de la varie´te´ de Kisin
Le the´ore`me 2.2.1 pre´sente les varie´te´s de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) comme des sous-varie´te´s
de
∏f−1
i=0 P1kE de´finies par des e´quations explicites. Le but de ce paragraphe (§4) est d’ex-
pliquer comment appre´hender la ge´ome´trie des varie´te´s de Kisin qui n’est pas si simple
en ge´ne´ral. En effet, les varie´te´s GR
ψ
(v, t, ρ) peuvent avoir de multiples composantes
irre´ductibles de dimension variable.
Dans toute cette partie, la repre´sentation ρ et le type galoisien t sont fixe´s, ainsi que
des entiers h, γ et γ′ qui les repre´sentent. Comme pre´ce´demment, nous notons (Xi)i∈Z
le ge`ne de´core´ associe´ a` ces donne´es.
4.1. Re´duction des e´quations de la varie´te´ de Kisin. — Comme nous l’avons
de´ja` vu sur l’exemple du §2.3.4, le syste`me d’e´quations donne´ par le the´ore`me 2.2.1 se
simplifie par des conside´rations successives imme´diates dont nous faisons maintenant
la liste :
i) si deux colonnes conse´cutives du ge`ne sont relie´es par deux liens (en forme de
croix), les points projectifs correspondant sont e´gaux et nous pouvons fusionner
les deux colonnes en question ;
ii) si la valeur de la variable xi est impose´e e´gale a` 0, nous pouvons supposer, sans
perte de ge´ne´ralite´, que xi+f vaut 1 ;
iii) nous pouvons supprimer tout lien partant ou arrivant sur une variable dont nous
savons de´ja` qu’elle est contrainte e´gale a` 0 ;
iv) si un lien relie les variables xi et xj et que nous savons de´ja` que xi est contrainte
e´gale a` 1, nous pouvons en de´duire que xj s’annule et donc ajouter l’e´quation
xj = 0, ce qui permet par suite de supprimer le lien entre xi et xj .
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La re`gle i) permet de supposer qu’il n’y a plus de lien en forme de croix. Cette e´tape
ne conduit a` aucune contradiction car deux symboles Xi = Xi+f+1 = O qui imposent
les e´quations xi = xi+f+1 = 0 n’ont pas de lien entre eux. La re`gle ii) induit une
contradiction si Xi = Xi+f = O, cas pour lequel la varie´te´ de Kisin est vide. Apre`s la
re´duction iv), il peut eˆtre ne´cessaire d’ite´rer l’ensemble des re´ductions ii) a` iv) jusqu’a`
ce que le proce´de´ se stabilise. Par exemple, si nous plac¸ons un 0 en xi, celui-ci implique
un 1 en xi+f (par l’e´tape ii)) qui, a` son tour, implique xi+1 = 0 s’il y a un lien entre
Xi+f et Xi+1.
Exemple 4.1.1. — Nous avons de´ja` explique´ au §2.3.4 comment appliquer les re`gles
ci-dessus sur un exemple. Nous pre´sentons ci-apre`s un autre exemple qui montre que
les simplifications peuvent se propager de fac¸on importante. Voici son ge`ne (4) :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B
A
B
A
B
A
A
A
B
A
A
AB
A
O
B
O
B
B
B
AB
A
O
Le lien qui apparaˆıt entre la colonne 10 et la colonne 0 impose la valeur de [x0 : x11] a`
[1 : 0]. Mais, de proche en proche, cela entraˆıne que [xi, xi+11] = [1 : 0] pour i ∈ J0, 5K.
Pour i ∈ {6, 7, 10}, la valeur de [xi, xi+11] est impose´e, e´gale a` [0 : 1] par la pre´sence
de l’alle`le O. Enfin, les liens entre les colonnes 7 et 8 et les colonnes 8 et 9 conduisent
a` [x8 : x19] = [x9 : x20] = [0, 1]. Ainsi la valeur de tous les points projectifs [xi, xi+11]
est uniquement de´termine´e (sans qu’il y ait de contradiction) : la varie´te´ de Kisin
correspondante est donc re´duite a` un unique point {[0 : 1]}6 × {[1 : 0]}5.
Lorsque le ge`ne ne contient pas de couple
(
O
O
)
, ce proce´de´ de simplification ne conduit
a` aucune contradiction (une variable a` la fois contrainte e´gale a` 0 et e´gale a` 1). En effet
si, d’une part, le ge`ne X ne contient pas de O, la re´duction se limite a` l’e´tape i) (de
fusion des colonnes relie´es par deux liens). D’autre part, si le ge`ne contient un O, quitte
a` changer le plongement τ0, nous pouvons supposer que X0 = O ou Xf = O. Si X0 = O,
d’apre`s le lemme 2.1.4, X2f−1 ∈ {O, AB} et il n’y a pas de lien entre X2f−1 et Xf . Donc
les modifications ne se propagent pas de
(Xf−1
X2f−1
)
a`
(
X0
Xf
)
. Le cas Xf = O est analogue.
Enfin le lemme 4.1.2 ci-dessous garantit que les modifications ii) a` iv) se propagent
toujours vers la droite.
Lemme 4.1.2. — Si Xi = O pour un certain entier i, il n’y a pas de lien entre Xi+f
et Xi−1.
De´monstration. — Sous l’hypothe`se Xi = O, le lemme 2.1.4 assure que Xi−1 ∈ {AB, O}
d’ou` nous de´duisons qu’aucun lien ne part de Xi−1.
Une fois que la se´rie des re´ductions i) a` iv) est acheve´e, il est facile d’e´tablir la
condition suffisante et ne´cessaire de non vacuite´ de la varie´te´ de Kisin.
Proposition 4.1.3. — La varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v0, t, ρ) est non vide si et seulement
si pour tout i,
(
Xi
Xi+f
) 6= (O
O
)
.
4. Il correspond aux parame`tres h = p−1
2
+(p−1)p3+(p−1)p5+p8+p9+p10, γ = −1−p4−p5−p7
et γ′ = − p+1
2
− p2 − 2p3.
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De´monstration. — Notons X ′ le ge`ne obtenu a` partir de X apre`s stabilisation de l’en-
semble des re´ductions i) a` iv). Notons x′i les variables correspondantes au ge`ne X
′,
elles forment un sous-ensemble des variables xi obtenu apre`s l’e´tape i) en fusionnant
les colonnes relie´es par des croix. Pour obtenir un point de la varie´te´ de Kisin, il suffit
de spe´cifier dans X ′ les variables x′i encore  libres  (en accord avec les e´quations lie´es
aux liens restants et en e´vitant d’avoir simultane´ment x′i = 0 et x
′
i+f = 0) et, ensuite,
de se souvenir de l’ensemble des re´ductions effectue´es a` l’e´tape i) (pour reconstruire
un point compatible avec le ge`ne X a` partir d’un point compatible avec le ge`ne re´duit
X ′).
Si X ne contient pas de O, alors pour tout i ∈ J0, f−1K, nous spe´cifions x′i a` la valeur
0 (resp. 1) et x′i+f a` la valeur 1 (resp. 0) si x
′
2f−1 et x
′
f (resp. x
′
f−1 et x
′
0) ne sont pas
lie´s. Ceci de´finit un point de la varie´te´ de Kisin.
Si X contient un O, quitte a` changer le plongement initial, nous pouvons supposer
que X0 = O ou Xf−1 = O. Traitons le cas X0 = O. Le cas Xf−1 = O est analogue.
Pour la spe´cification des variables, nous partons de x′0 = 0 et tant que tant que la
variable x′i+f n’a pas une valeur contrainte a` 0, nous spe´cifions les variables libres x
′
i a`
la valeur 0 et les variables libres x′i+f a` la valeur 1. Si pour tout i ∈ J1, f−1K, x′i+f = 0,
nous spe´cifions ainsi toutes les variables libres du ge`ne de´core´ X ′. Sinon pour l’indice
i0 ∈ J1, f − 1K minimum tel que x′i0+f = 0, nous posons x′i0 = 1. Puis nous proce´dons
de meˆme a` partir de x′i0+f = 0 en spe´cifiant la valeur des variables libres x
′
i0+i+f
a` 0
(resp. x′i0+i a` 1) tant que x
′
i0+i
6= 0. Nous recommenc¸ons ensuite le meˆme processus
a` partir de x′i0+i1 = 0 ou` i1 est l’indice minimum pour lequel x
′
i0+i1
= 0, et ainsi de
suite. Nous parcourons ainsi tout le ge`ne, en spe´cifiant successivement les valeurs des
variables libres a` 1 ou a` 0.
L’e´le´ment ainsi construit est compatible avec les liens. En effet, d’une part, apre`s
re´duction, les liens n’apparaissent plus qu’entre des couples de variables libres (car les
re`gles ii) et iv) permettent de supprimer tous les liens dont la valeur d’une extre´mite´ est
spe´cifie´e a` 1 ou 0). D’autre part, si nous avons deux variables libres x′i et x
′
i+f+1, alors les
deux autres variables x′i+f et x
′
i+1 sont libres et l’affectation des valeurs x
′
i = x
′
i+1 = 0
(ou x′i+f = x
′
i+f+1 = 0) est compatible avec tout lien e´ventuel.
Remarque 4.1.4. — Dans le cas ou` le ge`ne initial X ne contient pas d’occurence O,
il est possible que le ge`ne re´duit X ′ (introduit dans la de´monstration de la proposition
4.1.3) soit constitute´ d’une unique suite de couples de variables libres, chacun e´tant
relie´ a` son successeur par un ou plusieurs liens, de fac¸on a` ce que la se´quence d’alle`les
correspondantes pre´sente une boucle. Dans la suite (§4.2), nous de´taillons le cas ge´ne´ral
d’une se´quence d’alle`les sans boucle en indiquant comment adapter les constructions
et les de´monstrations au cas a` boucle.
4.2. Composantes irre´ductibles et dimension. — Apre`s avoir effectue´ la
re´duction du §4.1, nous pouvons de´couper le ge`ne re´duit X ′ en morceaux de taille
minimale (sans couper de lien !) ne comprenant qu’un couple de variables a` valeurs
spe´cifie´es (
(
0
1
)
ou
(
1
0
)
) ou qu’une suite (dite se´quence d’alle`les) de couples de variables
libres tels que deux couples successifs sont relie´s par un lien.
VARIE´TE´S DE KISIN STRATIFIE´ES 29
La varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v0, t, ρ) s’e´crit alors comme un produit de varie´te´s, dites
varie´te´s facteur, correspondant aux se´quences d’alle`les obtenues a` partir de la re´duction
du ge`ne X de´core´ associe´ a` ρ et τ .
Une se´quence d’alle`les de longueur ` est de la forme :
z1
y1
z2
y2
z3
y3
z4
y4
· · ·
· · ·
z`−1
y`−1
z`
y`
ou` les variables yi et les zi correspondent a` certains xi. Dans le cas ou` le ge`ne initial
X ne contient pas d’occurence O, il est possible qu’il y ait un lien supple´mentaire (dit
boucle) entre y1 et y` ou entre z1 et z` (voir remarque 4.1.4).
Soit V une varie´te´ facteur correspondant a` une se´quence d’alle`les fixe´e (sans boucle)
de longueur `. Notons j1, . . . , jn les indices (s’ils existent) de J2, `− 1K pre´sentant une
alternance de pente. S’il n’y a pas d’alternance de pente, nous posons n = 0 et j1 = `.
Posons j0 = 1 et jn+1 = ` et de´finissons les intervalles :
Im = [jm, jm+1] pour m ∈ J0, nK.
Nous convenons de plus que In+1 = ∅.
De´finition 4.2.1. — Une partie S ⊂ J1, `K est dite exprimable si pour tout m ∈J0, n+ 1K, l’intersection S ∩ Im est de cardinal au plus 1.
Une partie exprimable S = {r1, . . . , rs} ⊂ J1, `K de´finit une sous-varie´te´ VS de la
varie´te´ facteur V isomorphe a` (P1kE )s de la fac¸on suivante. Supposons que y1 et z2 sont
lie´s. Alors, en convenant que [y0 : z0] = [0 : 1], la sous-varie´te´ VS est l’ensemble des
([yi : zi])16i6` avec, tout d’abord :
• [yi : zi] ∈ P1kE si i ∈ S,• [yi : zi] = [0 : 1] si 1 6 i < r1,
puis, pour u prenant successivement les valeurs 1, . . . , s− 1 :
• si ru ∈ {j1, . . . , jn}, alors [yi : zi] = [yru−1 : zru−1] pour i ∈ Jru + 1, ru+1 − 1K
• si ru 6∈ {j1, . . . , jn}, alors pour i ∈ Jru + 1, ru+1 − 1K :
[yi : zi] =
{
[0 : 1] si [yru−1 : zru−1] = [1 : 0]
[1 : 0] si [yru−1 : zru−1] = [0 : 1]
et, enfin :
• si rs ∈ {j1, . . . , jn}, [yi : zi] = [yru−1 : zru−1] pour i ∈ Jrs + 1, `K
• si rs 6∈ {j1, . . . , jn}, alors pour i ∈ Jrs + 1, `K :
[yi : zi] =
{
[0 : 1] si [yrs−1 : zrs−1] = [1 : 0]
[1 : 0] si [yrs−1 : zrs−1] = [0 : 1].
La construction de VS est analogue si z1 et y2 sont lie´s, en initialisant les valeurs par
[yr : zr] = [1 : 0] pour −1 6 r < r1.
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Autrement dit, VS s’obtient comme la sous-varie´te´ de (P1kE )` produit de P1kE aux
indices i ∈ S et des valeurs fixe´es a` [0 : 1] ou [1 : 0] aux autres indices. L’alternance des
valeurs fixe´es et le caracte`re exprimable de S garantissent l’inclusion VS ⊂ V.
Remarque 4.2.2. — Dans le cas d’une se´quence d’alle`les a` boucle (voir remarque
4.1.4), il convient d’adapter la de´finition de partie exprimable S ⊂ J1, `K a` la pre´sence
d’un lien supple´mentaire, i.e. S ∩ In+1 est de cardinal au plus 1 pour
In+1 =

{1, `} s’il y a une alternance de pente en 1 et `,
{1} ∪ [jn, `] s’il y a une alternance de pente en 1, mais pas en `,
{`} ∪ [1, j1] s’il y a une alternance de pente en `, mais pas en 1,
[1, j1] ∪ [jn, `] s’il n’y a pas d’alternance de pente en 1, ni en `.
La construction de la sous-varie´te´ VS associe´e a` une partie exprimable S est analogue,
avec une initialisation adapte´e des valeurs des variables pour 0 6 r < r1.
Proposition 4.2.3. — Les composantes irre´ductibles de V sont en bijection avec les
parties exprimables S maximales pour l’inclusion.
La dimension de V est e´gale au cardinal maximal d’une partie exprimable et est
toujours infe´rieure ou e´gale a` `+12 .
De´monstration. — Un examen des e´quations de´finissant V montre que V est e´gale a`
la re´union des VS pour S parcourant l’ensemble des parties exprimables maximales deJ0, `K. Par ailleurs, les varie´te´s VS sont toutes irre´ductibles car elles s’identifient a` des
produits de copies de P1kE . Il re´sulte de ceci que les composantes irre´ductibles de V
sont a` compter parmi les VS . Par ailleurs, aucune des varie´te´s VS (pour S parcourant
l’ensemble des parties exprimables maximales) n’est incluse dans une autre a` cause de
la condition de maximalite´. Nous en de´duisons la premie`re assertion de la proposition.
Le fait que la dimension de V soit e´gale au cardinal maximal d’une partie exprimable
de J1, `K est alors e´vident apre`s avoir remarque´ qu’une partie exprimable de cardinal
maximal est a fortiori maximale pour l’inclusion. Enfin la majoration dimV 6 `+12
re´sulte du fait qu’une partie exprimable de J1, `K ne peut pas contenir deux entiers
conse´cutifs.
Exemple 4.2.4. — Examinons le cas ou` l’ensemble de valeurs prises par les jm estJ1, `K, c’est-a`-dire, graphiquement, ou` les liens montent et descendent alternativement :
y1 y2 y3 · · · y`−1 y`
z1 z2 z3 · · · z`−1 z`
Dans cette situation, une partie de J1, `K est exprimable si et seulement si elle ne
contient pas deux entiers conse´cutifs. Une partie exprimable de cardinal maximal est
donc obtenue en ne gardant que les entiers impairs de J1, `K ; elle compte b `+12 c e´le´ments.
La dimension de la varie´te´ facteur V` correspondante est donc, dans ce cas, e´gale a`
b `+12 c.
Nous constatons, par ailleurs, qu’au moins pour ` > 3, il existe d’autres parties
exprimables maximales ayant des cardinaux moindres. Un exemple est donne´ par la
partie S ⊂ J1, `K qui regroupe les entiers congrus a` 2 modulo 3. Cette partie a pour
cardinal b `+13 c ; la varie´te´ V` posse`de donc au moins une composante irre´ductible de
cette dimension.
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Nous pouvons aise´ment eˆtre plus pre´cis et de´nombrer les composantes irre´ductibles
de V`. Pour ce faire, posons :
P`(X) =
dimV`∑
d=0
a`,dX
d
ou` a`,d est la nombre de composantes irre´ductibles de V` de dimension d. En remarquant
qu’une partie exprimable maximale de J1, `K contient ne´cessairement soit 1, soit 2, nous
obtenons la relation de re´currence suivante :
(21) P`(X) = X ·
(
P`−2(X) + P`−3(X)
)
.
Par ailleurs, les premiers termes de la suite des P`(X) sont aise´s a` calculer : nous
trouvons P0(X) = 1, P1(X) = X et P2(X) = 2X. Les P`(X) suivants s’obtiennent
alors en ite´rant (21). Par exemple, nous trouvons :
P20(X) = 11 ·X10 + 120 ·X9 + 126 ·X8 + 8 ·X7
et constatons que la ge´ome´trie des varie´te´s V` — et donc, par corollaire, celle des varie´te´s
de Kisin — peut eˆtre assez complexe. Remarquons, pour conclure, que la valeur P`(1)
donne le nombre de composantes irre´ductibles de V` ; une e´tude simple permet de
montrer qu’elle se comporte asymptotiquement comme c · α` ou` c est une constante
strictement positive et α > 1 est solution de α3 = α+ 1.
Pourvu que nous ayons garde´ trace des re´ductions successives permettant de passer
du ge`ne de´core´ X associe´ a` ρ et a` t aux diffe´rentes se´quences d’alle`les qui composent le
ge`ne de´core´ X ′ obtenu par re´duction, nous de´duisons imme´diatement de la proposition
4.2.3 les composantes irre´ductibles (produit des composantes irre´ductibles des varie´te´s
facteur) et la dimension de la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v0, t, ρ).
4.3. Connexite´ des varie´te´s de Kisin. — L’objectif de cette partie est de
de´montrer la connexite´ des varie´te´s de Kisin GR
ψ
(v0, t, ρ). D’apre`s la construction
effectue´e au paragraphe pre´ce´dent, il suffit d’e´tablir la connexite´ des varie´te´s facteur V
du §4.2 dont nous reprenons inte´gralement les notations. La proposition suivante est
la cle´ de la de´monstration.
Proposition 4.3.1. — Soient S (resp. T ) une partie exprimable maximale de J1, `K
et VS (resp. VT ) la composante irre´ductible de V qui lui correspond. Alors VS ∩ VT est
non vide si et seulement si pour tout m ∈ J0, n + 1K, a ∈ S ∩ Im et b ∈ T ∩ Im, nous
avons (|a− b| 6 1) ou (|a− b| = `− 1 et m = n+ 1).
De´monstration. — La proposition est claire si la se´quence d’alle`les de´finissant V ne
contient pas d’alternance de pente (voir §2.3.2). Le re´sultat ge´ne´ral s’obtient en tra-
vaillant successivement sur chaque fragment de diagrammes d’indice Im pour m ∈J0, n+ 1K.
Corollaire 4.3.2. — La varie´te´ V est connexe.
De´monstration. — E´tant donne´ deux parties exprimables maximales S et T de J1, `K,
il est facile de construire une suite S0, . . . , Sd de parties exprimables maximales de J1, `K
telles que S0 = S, Sd = T et le couple (Si, Si+1) ve´rifie la condition de la proposition
4.3.1 pour tout i. Le corollaire s’en de´duit.
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Corollaire 4.3.3. — La varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v0, t, ρ) est connexe.
De´monstration. — C’est imme´diat e´tant donne´ que GR
ψ
(v0, t, ρ) s’e´crit comme un
produit de varie´te´s facteurs V de la forme pre´ce´dente.
Notons que ce corollaire re´pond, dans notre cadre, a` la conjecture 2.4.16 de [Ki3].
5. Stratification et espace de de´formations
Le but de cette dernie`re partie est de donner des indications indiquant que l’an-
neau de de´formations Rψ(v, t, ρ) et la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) sont deux objets
intimement lie´s.
5.1. Spe´cialisation et genre. — Soit Dψ(v, t, ρ) l’espace rigide qui a pour anneau
des fonctions Rψ(v, t, ρ)[1/p]. Le the´ore`me 1.3.6 nous autorise a` penser a` Dψ(v, t, ρ)
e´galement comme a` la fibre ge´ne´rique de ĜR
ψ
(v, t, ρ). Nous prendrons garde toutefois
au fait que cette dernie`re assertion n’a a priori pas un sens pre´cis e´tant donne´ que le
sche´ma formel ĜR
ψ
(v, t, ρ) n’entre pas dans le cadre de la ge´ome´trie rigide classique
car il n’est pas muni de la topologie p-adique (mais de la topologie m-adique ou` m est
l’ide´al maximal de Rψ(v, t, ρ)).
Malgre´ tout, nous pouvons construire une application de spe´cialisation
sp : Dψ(v, t, ρ)→ GRψ(v, t, ρ)
qui est de´finie, au moins, de fac¸on ensembliste sur les points ferme´s. Dans la suite,
lorsque E′ est une extension finie de E, OE′ fait re´fe´rence a` son anneau des entiers,
mE′ a` son ide´al maximal, kE′ = OE′/mE′ a` son corps re´siduel et piE′ a` l’une de ses
uniformisantes. Afin de construire le morphisme de spe´cialisation, nous remarquons en
premier lieu que la donne´e d’un point x ∈ Dψ(v, t, ρ) de corps re´siduel E′ est e´quivalente
a` celle d’un couple (ρ,M) ou` :
• ρ est une classe d’isomorphisme de repre´sentations ρ : GF → GL2(OE′) potentiel-
lement Barsotti–Tate de type (v, t), de de´terminant ψ et dont la re´duction modulo
piE′ est isomorphe a` ρ, et
• M est un re´seau de type (v, t) a` l’inte´rieur de M(E′ ⊗OE′ ρ) (qui est uniquement
de´termine´).
Le quotient M/piE′M est alors un re´seau de type (v, t) dans M(ρ). Il apparaˆıt donc
comme un kE′-point de GR
ψ
(v, t, ρ) et en de´termine ainsi un point ferme´. Cette
construction de´finit une application ensembliste sp : Dψ(v, t, ρ)→ GRψ(v, t, ρ).
La the´orie des genres introduite et de´veloppe´e dans [Br] puis reprise dans [CDM]
permet de de´crire l’image re´ciproque d’un point ferme´ de GR
ψ
(v, t, ρ) par l’application
de spe´cialisation. Rappelons tout d’abord la de´finition du genre d’un module de Breuil–
Kisin. Soit R = OE′ ou R = kE′ . Soit
M = M(0) ⊕ · · · ⊕M(f−1)
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un module de Breuil–Kisin qui est libre de rang 2 sur SR, de type de Hodge v et de type
galoisien t. Pour tout i ∈ J0, f−1K, il existe une base (e(i)η , e(i)η′ ) dans laquelle Gal(L/K)
agit par la matrice
(
η 0
0 η′
)
. Notons G(i) la matrice de l’application ϕ : M(i) →M(i+1)
dans les bases pre´ce´dentes.
De´finition 5.1.1. — Avec les notations ci-dessus, le genre (gi(M))06i6f−1 de M est
de´fini par
• gi(M) = Iη si le coefficient en haut a` gauche de G(i) est inversible,
• gi(M) = Iη′ si le coefficient en bas a` droite de G(i) est inversible,
• gi(M) = II sinon.
Suivant la strate´gie de la de´monstration du lemme 3.1.7 de [CDM], nous constatons
que le genre (gi(M))06i6f−1 ne de´pend que de M — et notamment pas du choix des
bases (e
(i)
η , e
(i)
η′ )06i6f−1.
En caracte´ristique p, le genre de´finit une stratification de la varie´te´ de Kisin. Plus
pre´cise´ment, conside´rons l’ensemble G = {I, II} et munissons Gf de l’ordre partiel 6
de´fini sur chaque composante par I 6 II. Soit encore ж : {Iη, Iη′ , II} → G l’application
qui envoie Iη et Iη′ sur I et II sur II. Avec ces notations, nous avons le the´ore`me suivant
dont la de´monstration est reporte´e au §5.2.1.
The´ore`me 5.1.2. — La varie´te´ GR
ψ
(v, t, ρ) admet une stratification par des sous-
varie´te´s re´duites et localement ferme´es GR
ψ
g (v, t, ρ) (g = (gi)06i<f ∈ Gf ) caracte´rise´es
par :
GR
ψ
g (v, t, ρ)(k) =
{
re´seaux M tels que
ж(gi(M)) = gi, ∀i
}
⊂ GRψ(v, t, ρ)(k)
pour toute extension finie k de kE.
De plus, l’adhe´rence d’une strate GR
ψ
g (v, t, ρ) est e´gale a` l’union des strates
GRg′(v, t, ρ) prise sur tous les g
′ > g.
Remarque 5.1.3. — Dans [Ca3], dans un contexte diffe´rent, une stratification a
e´galement e´te´ de´finie sur certaines varie´te´s de Kisin. Il semble toutefois difficile a priori
de comparer ces deux constructions. Ne´anmoins, la question se pose de savoir s’il existe
une me´thode ge´ne´rale pour stratifier les varie´te´s de Kisin qui conduirait, d’une part, a`
celle de cet article et, d’autre part a` celle de [Ca3].
Dans la suite, e´tant donne´ un point x ∈ GRψ(v, t, ρ), nous notons g(x) =
(g0(x), . . . , gf−1(x)) l’unique e´le´ment g ∈ Gf pour lequel x ∈ GRψg (v, t, ρ). Les
fonctions gi ainsi de´finies sont semi-continues infe´rieurement sur la varie´te´ de Kisin,
l’ensemble d’arrive´e G = {I, II} e´tant muni de la topologie discre`te.
En caracte´ristique nulle, le genre joue e´galement un roˆle important. De la proposition
5.2 de [Br] et de la proposition 3.1.12 de [CDM], nous de´duisons le re´sultat suivant.
Proposition 5.1.4. — Supposons t non de´ge´ne´re´ (voir de´finition 1.1.1). Soit M =
M(0) ⊕ · · · ⊕M(f−1) un module de Breuil–Kisin de rang 2 sur SOE′ de type de Hodge
v et de type galoisien t = η ⊕ η′.
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Alors il existe des e´le´ments α, α′ dans O×E′ ainsi que, pour tout i ∈ J0, f − 1K, une
base e
(i)
η , e
(i)
η′ de M
(i) et des parame`tres ai, a
′
i (vivant dans un espace pre´cise´ ci-apre`s)
tels que :
(1) pour tout i, la donne´e de descente agit sur e
(i)
η (resp. e
(i)
η′ ) par le caracte`re η (resp.
η′) ;
(2) en notant G(i) la matrice de ϕM : M
(i) → M(i+1), la matrice G˜(i) = G(i) pour
0 6 i 6 f − 2 (resp. G˜(i) =
(
α−1 0
0 α′−1
)
G(f−1) pour i = f − 1) est de la forme :
si gi(M) = Iη : G˜
(i) =
(
ue + p 0
aiu
γi+1 1
)
avec ai ∈ OE′ , a′i = 0,
si gi(M) = Iη′ : G˜
(i) =
(
1 a′iu
e−γi+1
0 ue + p
)
avec ai = 0, a
′
i ∈ OE′ ,
si gi(M) = II : G˜
(i) =
(
ai u
e−γi+1
uγi+1 a′i
)
avec ai, a
′
i ∈ mE′ , aia′i = −p.
De plus (β, β′, b0, b′0, . . . , bf−1, b′f−1) est une autre famille de parame`tres ve´rifiant les
conditions ci-dessus si et seulement s’il existe un e´lement λ ∈ O×E′ pour lequel les trois
conditions suivantes soient ve´rifie´es :
– pour tout i ∈ J0, f − 1K, bi = λ(−1)niai et b′i = λ−(−1)nia′i,
– si nf est pair, alors α = α
′ et β = β′,
– si nf est impair, alors λ =
α
β =
β′
α′
ou`, ni de´signe le nombre de II parmi g0(M), . . . , gi−1(M).
Conside´rons a` pre´sent un point ferme´ x ∈ GRψ(v, t, ρ). Il re´sulte de la proposition
5.1.4 ci-dessus que l’image inverse de x par l’application de spe´cialisation sp est en bi-
jection avec Spm(WOE (kE(x))⊗OERg(x)[1/p]) ou` WOE (kE(x)) = OE⊗W (kE)W (kE(x))
et, pour g = (g0, . . . , gf−1) ∈ Gf :
(22) Rg = Rg0 ⊗ˆRg1 ⊗ˆ · · · ⊗ˆRgf−1
avec RI = OE [[Ti]] (et donc correspondant a` une boule ouverte) et RII = OE [[Ui,Vi]]UiVi+p [1/p]
(et donc correspondant a` une couronne ouverte). Ainsi, ge´ome´triquement, l’espace de
de´formations Dψ(v, t, ρ) s’obtient comme une union de produits de boules et de cou-
ronnes, la manie`re dont cette union se re´alise e´tant encode´e par la varie´te´ de Kisin
munie de sa stratification.
Convenons que deux varie´te´s de Kisin stratifie´es GR
ψ
(v, t1, ρ1) et GR
ψ
(v, t2, ρ2) sont
isomorphes si elles partagent le meˆme f et s’il existe une permutation σ de {0, . . . , f−1}
ainsi qu’un isomorphisme GR
ψ
(v, t1, ρ1) → GRψ(v, t2, ρ2) qui induit, pour tout g =
(g0, . . . , gf−1) ∈ Gf , un isomorphisme entre GRψg (v, t1, ρ1) et GRψσ·g(v, t2, ρ2) ou`, par
de´finition, σ · g = (gσ(0), . . . , gσ(f−1)).
Conjecture 5.1.5. — Supposons que t est non de´ge´ne´re´. L’espace de de´formations
Dψ(v, t, ρ) est entie`rement de´termine´ par la classe d’isomorphisme de la varie´te´ de
Kisin stratifie´e GR
ψ
(v, t, ρ).
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Au §5.4, nous donnons une recette conjecturale pour construire un candidat pour
l’espace rigide Dψ(v, t, ρ) a` partir de la varie´te´ de Kisin stratifie´e. Nous insistons, par
ailleurs, sur le fait que la donne´e de la stratification est absolument ne´cessaire : la varie´te´
de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) vue comme varie´te´ alge´brique abstraire ne permet pas, a` elle seule,
de reconstruire Dψ(v, t, ρ), comme nous le verrons au §5.3. Il n’est e´galement pas vrai
que la varie´te´ de Kisin stratifie´e de´termine l’anneau Rψ(v, t, ρ). Nous conjecturons
toutefois la proprie´te´ plus faible suivante.
Conjecture 5.1.6. — Supposons que t est non de´ge´ne´re´. L’anneau de de´formations
Rψ(v, t, ρ) est entie`rement de´termine´ par un ge`ne (n’importe lequel) associe´ au couple
(t, ρ).
5.2. Stratification par le genre. — Le but de ce paragraphe est de de´montrer le
the´ore`me 5.1.2 puis de donner des e´quations explicites pour les strates GR
ψ
g (v, t, ρ) et
d’e´tudier la ge´ome´trie des varie´te´s de Kisin stratifie´es.
5.2.1. De´monstration du the´ore`me 5.1.2. — Nous rappelons que pour tout i dans
Z/fZ , la matrice de ϕ de M(i) dans M(i+1) est, dans les bases (e(i)η , e(i)η′ ) donne´e par
les formules (20)
H(i) = (det(P (i+1)))−1
(
Ai B
′
i
Bi A
′
i
)
.
Par conse´quent, le genre gi(M) se lit sur la valuation u-adique de Ai ou` pour 0 6 i 6
f − 2 (et une formule analogue pour i = f − 1) :
• Ai = aia′i+1uα
′
i+1+f+pαi+hi − bib′i+1uα
′
i+1+pαi+f+hi+f ,
et ou` P (i) =
(
uαiai u
α′ib′i
uαi+f bi u
α′i+fa′i
)
est la matrice de passage de (e
(i)
η , e
(i)
η′ ) a` (e
(i)
0 , e
(i)
1 )
(voir §3.2.1). Rappelons que d’apre`s le lemme 3.2.3, le de´terminant de P (i) est de
valuation u-adique ν.
Lemme 5.2.1. — Soient k une extension finie de kE et ([xi : xi+f ])06i6f−1 un k-
point de la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ). Notons M = (M(i))06i6f−1 le k⊗kES-re´seau
correspondant et X = (Xi)i∈Z le ge`ne associe´.
i) Si A est dominant en i et (i+ 1), alors :
• gi(M) = Iη s’il existe j ∈ {i, i+ f}, tel que Xj = B et xj+1 6= 0,
• gi(M) = Iη′ s’il existe j ∈ {i, i+ f}, tel que Xj = A et xj 6= 0,
• gi(M) = II sinon.
ii) Si A est dominant en i et B est dominant en (i+ 1), alors :
• gi(M) = II dans l’un des trois cas suivants :
a) Xi = Xi+f = A et [xi : xi+f ] = [xi+f+1 : xi+1]
b) Xi = A, Xi+f 6= A et xixi+1 = 0
c) Xi 6= A, Xi+f = A et xi+fxi+f+1 = 0
• gi(M) = Iη′ sinon.
Les re´sultats pre´ce´dents sont encore vrais si nous e´changeons simultane´ment A et B
d’une part et Iη et Iη′ d’autre part.
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De´monstration. — Supposons A dominant dans les couples d’alle`les
(
Xi
Xi+f
)
et
( Xi+1
Xi+1+f
)
.
Si
(
Xi
Xi+f
)
=
(
A
B
)
. D’apre`s le lemme 2.1.3, nous avons
αi+1 = pαi + hi et αi+1+f = pαi+f + hi+f − e.
De plus comme Xj 6= O (d’apre`s le lemme 2.1.4) pour j ∈ {i, i + f, i + 1, i + 1 + f} et
que le couple d’alle`les
(
O
O
)
ne peut pas apparaˆıtre, nous de´duisons :
αi+1 + α
′
i+f+1 = αi + α
′
i+f = α
′
i + αi+f = α
′
i+1 + αi+1+f = ν.
Ainsi Ai = u
ν(aia
′
i+1 − bib′i+1ue) et A′i = uν(−b′ibi+1 + a′iai+1ue). Le lien entre Xi et
Xi+1+f implique aibi+1 = 0. Donc M
(i) est de genre II si et seulement si ai = bi+1 = 0
et il est de genre Iη (resp. Iη′) si bi+1 6= 0 (resp. ai 6= 0).
Si
(
Xi
Xi+f
)
=
(
A
A
)
, nous obtenons de meˆme Ai = u
ν(aia
′
i+1 − bib′i+1). Or [ai : bi] =
[ai+1 : bi+1] et ai+1a
′
i+1 − bi+1b′i+1 ∈ k∗E . Donc M(i) est de genre Iη′ .
Les autres cas sont analogues.
Remarque 5.2.2. — En particulier, l’e´nonce´ du lemme 5.2.1 implique que si le couple
d’alle`les en i ∈ J0, f − 1K du ge`ne X satisfait ( XiXi+f) ∈ {( OAB), (ABO )} alors la composante
M(i) est toujours de genre II.
Le the´ore`me 5.1.2 de´coule a` pre´sent simplement du lemme 5.2.1.
5.2.2. Traduction ge´ne´tique. — Le but du paragraphe §5.2.2 est d’expliquer comment
les e´quations des strates de GR
ψ
(v, t, ρ) peuvent se lire sur le ge`ne. A` cette fin, nous
introduisons une de´coration supple´mentaire, appele´e de´coration horizontale :
De´finition 5.2.3. — Pour i ∈ J0, f − 1K,
• si A est dominant en i et B est dominant en i + 1, la de´coration horizontale est
compose´e d’un lien de Xi a` Xi+1 si Xi = A et d’un lien de Xi+f a` Xi+f+1 si
Xi+f = A ;
• si B est dominant en i et A est dominant en i + 1, la de´coration horizontale est
compose´e d’un lien de Xi a` Xi+1 si Xi = B et d’un lien de Xi+f a` Xi+f+1 si
Xi+f = B.
Exemple 5.2.4. — Le ge`ne de l’exemple 2.1.10 (de´ja` repris dans le §2.3.4), muni de
toutes ses de´corations, se repre´sente comme suit :
B
A
B
A
B
A
B
B
B
A
A
B
AB
A
O
A
A
A
AB
A
O
A
les de´corations horizontales e´tant indique´es en rouge.
Le lemme 5.2.1 se traduit alors simplement en termes de de´corations du ge`ne X :
Proposition 5.2.5. — Soient k une extension finie de kE et ([xi : xi+f ])06i6f−1 un
k-point de la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) associe´e au ge`ne X = (Xi). Notons M =
(M(i))06i6f−1 le Sk-re´seau correspondant.
Soit i ∈ J0, f − 1K. Si {Xi, Xi+f} = {AB, O}, alors gi(M) = II.
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Dans le cas contraire, nous avons :
i) si A est dominant en i et (i+ 1), alors :
– s’il n’y a pas de lien entre les deux couples d’alle`les ou s’il n’y a qu’un lien
entre Xi et Xi+f+1 (resp. entre Xi+f et Xi+1) et xi = xi+f+1 = 0 (resp.
xi+f = xi+1 = 0), alors gi(M) = II,
– s’il n’y a qu’un lien entre Xi et Xi+f+1 (resp. entre Xi+f et Xi+1) et xi+1+f 6=
0 (resp. xi+1 6= 0), alors gi(M) = Iη,
– sinon gi(M) = Iη′,
ii) si A est dominant en i et B est dominant en (i+ 1), alors :
– s’il y a deux liens entre les deux couples d’alle`les en i et en i + 1 et si [xi :
xi+f ] = [xi+f+1 : xi+1], alors gi(M) = II,
– s’il n’y a qu’un lien entre Xi et Xi+1 (resp. entre Xi+f et Xi+f+1) et xixi+1 =
0 (resp. xi+fxi+f+1 = 0), alors gi(M) = II,
– sinon gi(M) = Iη′.
Les re´sultats pre´ce´dents sont encore vrais si nous e´changeons simultane´ment A et B
d’une part et Iη et Iη′ d’autre part.
5.2.3. Ge´ome´trie des varie´te´s de Kisin stratifie´es. — Conside´rons, comme jusqu’a`
pre´sent, une varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) ⊂∏f−1i=0 P1kE munie de stratification et fixons
X = (Xi)i un ge`ne correspondant. Le but de du paragraphe §5.2.3 est de de´montrer
que GR
ψ
(v, t, ρ) peut s’e´crire comme un produit de varie´te´s facteur sur lesquelles la
stratification  descend  et a une forme particulie`rement simple.
Pour i ∈ J0, f − 1K, notons pri : ∏f−1i=0 P1kE → P1kE la projection sur la i-ie`me compo-
sante. Soit S l’ensemble des indices i ∈ J0, f − 1K pour lequels l’application compose´e :
GR
ψ
(v, t, ρ) ↪→∏f−1i=0 P1kE pri−→ P1kE
est constante (ne´cessairement e´gale a` [0 : 1] ou a` [1 : 0]). Nous supposons que S
est non vide. D’apre`s le lemme 2.1.5, ceci se produit de`s que ρ n’est pas de´ge´ne´re´e.
Quitte a` modifier le plongement τ0, nous pouvons supposer en outre que 0 ∈ S. Notons
0 = i1 < i2 < · · · < ir les e´le´ments de S trie´s par ordre croissant et convenons que
ir+1 = f . Posons e´galement Sj = Jij , ij+1 − 1K pour tout j ∈ J0, r − 1K. Au fragment
de ge`ne allant des positions ij a` ij+1 − 1, nous pouvons associer une varie´te´ facteur
Vj incluse dans
∏
i∈Sj P
1
kE
, de manie`re a` avoir GR
ψ
(v, t, ρ) = V1 × · · · × Vr, cette
identification e´tant compatible avec le plongement dans
∏f−1
i=0 P1kE (voir §4.2).
Lemme 5.2.6. — Soit j ∈ J0, r− 1K. Pour tout indice i ∈ Sj le genre g(x) d’un point
ferme´ x ∈ GRψ(v, t, ρ) ne de´pend que la composante de x sur Vj.
De´monstration. — Le lemme est clair si i 6= ij+1 − 1 car gi(x) ne de´pend que des
coordonne´es de x aux indices i et i + 1. Pour i = ij+1 − 1, il re´sulte du fait que la
fonction prij+1 est constante sur GR
ψ
(v, t, ρ).
Le lemme 5.2.6 nous dit exactement que, pour i ∈ Sj , les fonctions gi passent au
quotient et de´finissent des fonctions, que nous notons encore gi, sur Vj . Nous obtenons
comme ceci une stratification sur les varie´te´s Vj et la de´composition GRψ(v, t, ρ) =
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V1×V2×· · ·×Vr est compatible aux stratifications. Forts de ce re´sultat, nous proposons
une version raffine´e de la conjecture 5.1.5.
Conjecture 5.2.7. — Avec les notations pre´ce´dentes, l’espace de de´formations
Dψ(v, t, ρ) s’e´crit :
Dψ(v, t, ρ) = D1 ×D2 × · · · ×Dr
ou` Di de´pend uniquement de la varie´te´ stratifie´e Vi.
Fixons a` pre´sent un indice j ∈ J1, rK et e´tudions la varie´te´ stratifie´e Vj . Remarquons,
pour commencer, que le lemme 5.2.1 nous apprend que, s’il y a une de´coration en
forme de croix entre les indices i et (i + 1), alors la fonction gi est constante e´gale a`
I sur la varie´te´ de Kisin. Notons V ′j la varie´te´ stratifie´e associe´e a` la portion de ge`ne
comprise entre les indices ij et ij+1 dans laquelle nous avons contracte´ les croix (comme
au §4.1). Nous avons une identification canonique V ′j = Vj et la stratification sur V ′j
co¨ıncide avec celle sur Vj ; seuls les  noms  des strates sont modifie´s par le fait que les
I correspondant aux croix disparaissent. Ainsi, sans perte de ge´ne´ralite´, nous pouvons
supposer qu’il n’y a pas de croix dans les de´corations du ge`ne X, ce que nous faisons a`
partir de maintenant. De meˆme, quitte a` e´changer η et η′, nous pouvons supposer que
la fonction prij est constante e´gale a` [0 : 1] sur GR
ψ
(v, t, ρ).
Introduisons deux nouvelles notations. Premie`rement, si k est une extension finie de
kE et x = [u : v] ∈ P1(k), posons x−1 = [v : u] ∈ P1(k). Deuxie`ment, si a et b sont deux
e´le´ments d’un ensemble, convenons que δ(a, b) vaut II si a = b et I sinon.
Proposition 5.2.8. — Supposons ij+1 > ij + 1. Alors, pour i ∈ Sj, nous avons :
gi(x) = δ(xi, x
−1
i+1) pour tout k-point x de GR
ψ
(v, t, ρ)
ou` (xi)06i<f de´signe l’image de x dans
∏f−1
i=0 P1kE (k) et, par convention, xf = x0.
De´monstration. — C’est une conse´quence simple de la proposition 5.2.5 et du lemme
5.2.9 ci-dessous.
Lemme 5.2.9. — Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, pour i ∈ Jij , ij+1 − 1K, le ge`ne et
sa de´coration prennent, aux positions i et i+ 1, l’une des formes suivantes :
• si ij = i < ij+1 − 1 : • •••
• •
••
• •
••
• si ij < i < ij+1 − 1 : • •••
• •
••
• •
••
• si ij < i = ij+1 − 1 : AB O••
AB O
••
• •
OAB
• •
OAB
Remarque 5.2.10. — Le lemme ne dit rien dans le cas ou` ij+1 = ij + 1.
De´monstration. — D’apre`s la discussion qui suit la de´finition 2.1.8, les hypothe`ses que
nous avons faites assurent que X a un caracte`re dominant.
Supposons tout d’abord ij < i < ij+1 − 1. Ainsi ni i, ni i + 1 n’est dans S. Par
le the´ore`me 2.2.1 et le lemme 2.1.4, ceci implique que Xi et Xi+f sont tous les deux
diffe´rents de AB et de O. Autrement dit, Xi, Xi+f ∈ {A, B}. Ainsi, si Y ∈ {A, B} de´signe
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l’alle`le dominant en i, nous avons ne´cessairement Xi = Y ou Xi+f = Y . Autrement dit,
au moins un lien part de Xi ou de Xi+f . En outre, nous avons suppose´ pre´ce´demment
qu’il ne part pas deux liens en diagonale. Il ne reste donc plus qu’a` exclure le cas ou` un
seul lien horizontal partirait. Mais, si cela arrivait, nous aurions {Xi, Xi+f} = {A, B} et
Y resterait dominant en (i+ 1), ce qui est incompatible avec des liens horizontaux.
Conside´rons maintenant le cas ou` i = ij < ij+1 − 1 et notons Y ∈ {A, B} l’alle`le
dominant en i. Comme pre´ce´demment, nous obtenons Xi 6= AB et Xi+f 6= AB, d’ou` nous
de´duisons que Xi = Y ou Xi+f = Y . Ainsi, au moins un lien part de Xi ou de Xi+f .
Dans le cas ou` Y reste dominant en (i+ 1), il ne peut y avoir deux liens par hypothe`se.
Il ne peut pas non plus y avoir un unique lien entre Xi+f et Xi+1 car, par le the´ore`me
2.2.1 et l’hypothe`se pri(Vj) = {[0 : 1]}, cela impliquerait que pri+1(Vj) = {[0 : 1]} et
donc i + 1 ∈ S, ce qui est exclu. Il ne reste donc plus, dans ce cas, que la possibilite´
d’un unique lien entre Xi et Xi+f+1. Dans le cas contraire ou` Y n’est plus dominant
en (i+ 1), nous devons exclure la possibilite´ Xi = Y , Xi+f 6= Y . Mais, de l’hypothe`se
pri(Vj) = {[0 : 1]}, nous de´duisons que Xi+f 6= O. Ainsi, si Xi+f 6= Y , nous devons
avoir Xi+f = Y¯ ou` Y¯ est l’alle`le comple´mentaire de Y , c’est-a`-dire l’unique e´le´ment
de {A, B} qui n’est pas Y . Par conse´quent, si nous supposons e´galement Xi = Y , nous
obtenons {Xi, Xi+f} = {A, B}, ce qui contredit le fait que Y ne soit pas dominant en
(i+ 1).
Reste enfin a` traiter le cas ou` i = ij+1 − 1. D’apre`s le lemme 4.1.2, nous avons
ne´cessairement Xi+1 = O ou Xi+1+f = O. Si Xi+1 = O, nous avons Xi ∈ {O, AB} par le
lemme 2.1.4. Mais la possibilite´ Xi = O est exclue car i 6∈ S. Ainsi Xi = AB. Comme
la varie´te´ de Kisin est suppose´e non vide, ceci implique Xi+f 6= AB. Nous avons aussi
Xi+f 6= O puisque i 6∈ S. Ainsi Xi+f ∈ {A, B} et Y = Xi+f est dominant en i. Nous en
de´duisons qu’un lien part de Xi+f et, par suite, que nous sommes dans l’un des deux
premiers cas du lemme. Le cas ou` Xi = O se traite de la meˆme manie`re, en e´changeant
les roˆles de i et i+ f .
5.3. Quelques exemples. —
5.3.1. Pour f = 2. — D’apre`s le tableau de la figure 3 (page 17), les deux seules
varie´te´s de Kisin qui peuvent apparaˆıtre pour f = 2 sont Spec kE et P1kE . En outre,
dans le second cas, a` isomorphisme pre`s, la stratification prend la forme suivante :
P1
I×I
I×II II×I
Comme nous l’avons de´montre´ dans [CDM], l’anneau de de´formations correspondant
Rψ(v, t, ρ) est, dans ce cas, isomorphe a` OE [[T,U,V ]]
UV+p2
et sa  fibre ge´ne´rique  Dψ(v, t, ρ)
s’e´crit comme un produit B×C ou` B est une boule ouverte et C est la couronne ouverte
borde´e par le cercle unite´ et celui de rayon p−2. Cette couronne C s’e´crit comme l’union
de deux couronnes ouvertes — celle borde´e par les cercles de rayon 1 et p−1 d’une part
et celle borde´e par les cercles de rayon p−1 et p−2 d’autre part — et du cercle de
rayon p−1 qui s’e´crit lui-meˆme comme une union de boules ouvertes indexe´e par les
points ferme´s de P1kE\{0,∞}. Nous constatons que ces re´sultats sont en accord avec la
stratification sur GR
ψ
(v, t, ρ) que nous avons de´crite pre´ce´demment.
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Ge`ne Varie´te´ de Kisin
A
O
AB
B
O
A
P1
I×I×I
I×II×I II×I×I
A
O
AB
B
O
B
P1
I×I×I
II×I×I I×II×I
A
O
B
A
AB
A
P1
I×I×I
I×II×I I×I×II
A
A
A
B
A
B
P1
I×I×I
I×II×I I×I×II
A
A
A
B
B
A
P1
I×I×I
I×II×I I×I×II
A
O
B
B
AB
B
P1
I×I×I
II×I×I I×I×II
AB
O
O
A
AB
B
P1
II×I×I
II×II×II
A
O
B
A
AB
B
II×II×II
I×I×IIII×I×I
P1P1
Ge`ne Varie´te´ de Kisin
A
O
A
B
AB
B
I×II×I
I×I×II II×I×I
I×I×II×I×I
P1P1
A
O
B
B
AB
A
P1×P1
I×I×I
I×II×I
I×I×II
II
×I
×I
I×II×II
II×I×II
II×II×I
A
A
B
A
B
B
II×I×I
I×I
I×I I×I×II
II×II×I
I×II×II
P 1× P 1
P1 ×
P1
Figure 4. Liste des ge`nes et de leurs varie´te´s de Kisin pour f = 3
5.3.2. Pour f = 3. — Il n’est pas difficile de faire la liste de tous les ge`nes possibles
de longueur 3 satisfaisant aux conditions des lemmes 2.1.4 et 2.1.6 et ne contenant pas
le couple d’alle`les
(
O
O
)
. Le tableau de la figure 4 les pre´sente a` syme´trie pre`s et fait
apparaˆıtre, pour chacun d’eux, la varie´te´ de Kisin stratifie´e correspondante.
Nous constatons que les varie´te´s de Kisin stratifie´es sont isomorphes pour les six
premiers exemples de la colonne de gauche. Ainsi, d’apre`s la conjecture 5.1.5, les espaces
de de´formations Dψ(v, t, ρ) devraient eˆtre isomorphes entre eux dans tous ces cas. En
nous appuyant sur les re´sultats obtenus pour f = 2, nous pouvons aller plus loin et
proposer un candidat explicite pour Dψ(v, t, ρ) qui est Spm
(OE [[T1,T2,U,V ]]
UV+p2
[1/p]
)
.
Il est plus aventureux d’exhiber un candidat pour l’anneau Rψ(v, t, ρ) lui-meˆme. Par
exemple, il existe des couples (t, ρ) qui tombent sous le coup de l’exemple de la cin-
quie`me ligne et pour lesquels il y a exactement 3 poids de Serre commun a` t et ρ. Ainsi,
d’apre`s la conjecture de Breuil–Me´zard raffine´e [BM, EG] — qui a e´te´ de´montre´e, dans
ce cas, par Emerton et Gee dans [EG] — la multiplicite´ d’Hilbert–Samuel de Rψ(v, t, ρ)
est ne´cessairement > 3. Ceci exclut donc la possibilite´ OE [[T1,T2,U,V ]]
UV+p2
pour Rψ(v, t, ρ).
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La meˆme discussion vaut pour l’exemple de la sixie`me ligne. En revanche, pour les
quatre premiers exemples, cette possibilite´ n’est pas exclue par un argument de ce type
et, de fait, nous conjecturons que Rψ(v, t, ρ) = OE [[T1,T2,U,V ]]
UV+p2
dans ces cas.
5.3.3. Chaˆınes de P1. — Conside´rons une varie´te´ stratifie´e facteur (voir §5.2.3) V
portant sur (`+1) indices, qui est isomorphe a` une chaˆıne de ` copies de P1kE repre´sente´e
ci-dessous :
· · ·
P0
P1
P2
P3
P`−2
P`−1
P`
(voir e´galement §2.3.2). Nous supposons en outre que la stratification sur V est ainsi
donne´e : le genre du point Pi est I × · · · × I × II × I × · · · × I (le II e´tant a` la i-ie`me
position), tandis que le genre des autres points est I×· · ·× I. Un candidat naturel pour
le facteur D correspondant est alors l’espace rigide associe´ a` l’anneau :(OE [[T1, . . . , T`, U, V ]]
(UV + p`+1)
)[
p−1
]
En effet, l’espace D ci-dessus est isomorphe au produit B` × C ou` B est une boule
ouverte et C est la couronne ouverte d’ e´paisseur (`+ 1)  comprise entre les cercles
de rayon 1 et p−`−1 qui peut s’e´crire (5) :
C = A0 unionsqB1 unionsqA1 unionsqB2 unionsq · · · unionsqA`−1 unionsqB` unionsqA`
ou` Ai est la couronne ouverte d’ e´paisseur 1  comprise entre les cercles de rayon p
−i
et p−i−1 et Bi est le cercle de rayon p−i qui est lui-meˆme recouvert par une union de
boules ouvertes indexe´e par P1kE\{0,∞}. Sur la varie´te´ de Kisin stratifie´e, chaque Ai
correspond donc au point Pi tandis que Bi correspond au i-ie`me P1kE prive´ des points
Pi−1 et Pi.
5.4. Des candidats pour les espaces de de´formations. — Conside´rons une
repre´sentation ρ non de´ge´ne´re´e ainsi qu’un type t = η⊕ η′ non de´ge´ne´re´. La varie´te´ de
Kisin GR
ψ
(v, t, ρ) munie de sa stratification s’e´crit alors comme un produit de varie´te´s
stratifie´es facteur, conforme´ment aux re´sultats du §5.2.3 :
GR
ψ
(v, t, ρ) = V1 × · · · × Vr.
D’apre`s la conjecture 5.2.7, a` chaque facteur Vj devrait eˆtre associe´ un espace rigide
analytique Dj , de fac¸on a` ce que D
ψ(v, t, ρ) = D1× · · · ×Dr. Le but de ce paragraphe
est d’esquisser la construction d’un candidat possible pour les espaces Dj .
5. Cette e´criture est abusive car les Bi ne sont pas des espaces rigides.
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Une construction pre´liminaire. — Rappelons que si a et b sont deux e´le´ments d’un
ensemble, nous avons de´fini le symbole δ(a, b) par δ(a, b) = II si a = b et δ(a, b) = I
sinon. Rappelons e´galement que si k est un corps et si x = [u : v] ∈ P1(k), nous notons
x−1 = [v : u]. E´tant donne´s un entier d > 0 et un e´le´ment x0 ∈ P1(kE), nous allons
construire un sche´ma formel Xd,x0 , un sous-sche´ma ferme´ Z¯d,x0 de la fibre spe´ciale X¯d,x0
de Xd,x0 ainsi qu’un morphisme αd,x0 : Xd,x0 → (P1OE )d ve´rifiant les deux proprie´te´s
suivantes :
i) le morphisme αd,x0 induit un isomorphisme Z¯d,x0 → (P1kE )d,
ii) pour tout point ferme´ x ∈ Z¯d,x0 , l’image inverse de x par le morphisme de
spe´cialisation est isomorphe a` Spm(WOE (kE(x))⊗OE Rg(x)[1/p]) ou`
g(x) =
(
δ(x0, x
−1
1 ), δ(x1, x
−1
2 ), . . . , δ(xd−1, x
−1
d )
) ∈ Gd
avec αd,x0(x) = (x1, x2, . . . , xd) ∈ (P1kE )d
et nous rappelons que Rg(x) est de´fini par la formule (22), page 34.
Nous proce´dons par re´currence sur d. Pour d = 0, nous posons X0,x0 = Spf OE ,
Z¯0,x0 = X¯0,x0 et α0 = id. Supposons a` pre´sent que Xd−1,x0 , Z¯d−1,x0 et αd−1,x0 sont
construits. Nous posons Y = Xd−1,x0 ×OE P1OE et notons Y¯ sa fibre spe´ciale. Nous
avons donc Y¯ = X¯d−1,x0 ×kE P1kE . Soit D¯ le diviseur de Y¯ de´fini comme l’image du
morphisme :
id× (inv ◦$d−1 ◦ αd−1) : X¯d−1 → Y¯
ou` $d−1 : (P1kE )
d−1 → P1kE est la projection sur la dernie`re composante et inv est
le morphisme x 7→ x−1. Nous de´finissons Xd,x0 comme l’e´clate´ de Y par rapport au
sous-sche´ma ferme´ D¯ et Z¯d,x0 comme le transforme´ strict de Z¯d−1,x0 dans Xd,x0 . Enfin,
le morphisme αd,x0 est la compose´e Xd,x0 → Y → (P1OE )d ou` la premie`re fle`che est le
morphisme canonique et la seconde est αd−1,x0 × id.
Nous pouvons alors ve´rifier que le triplet (Xd,x0 , Z¯d,x0 , αd,x0) ainsi construit satisfait
aux proprie´te´s i) et ii) sus-mentionne´es.
Un candidat pour Dj . — Dans ce paragraphe, nous reprenons les notations pri, S, ij ,
Sj du §5.2.3. Sans restreindre la ge´ne´ralite´, nous supposons e´galement comme dans le
§5.2.3 que le plongement τ0 est choisi de sorte que 0 ∈ S.
Fixons un entier j ∈ J1, rK. Si ij+1 = ij + 1, la varie´te´ facteur Vj est re´duite a` un
point. Le candidat que nous proposons pour Dj est alors naturellement SpmRgij (x)[1/p]
ou` x est l’unique point de Vj . Supposons donc, a` pre´sent, que ij+1 > ij + 1. Dans un
premier temps, nous supposons e´galement qu’il n’y a pas de croix dans les de´corations
du ge`ne entre les positions ij et ij+1. Par de´finition, les fonctions prij et prij+1 sont
constantes sur la varie´te´ de Kisin GR
ψ
(v, t, ρ). Notons s (resp. t) la valeur prise par prij
(resp. prij+1) ; elle vaut ne´cessairement [0 : 1] ou [1 : 0]. Posons ` = ij+1− ij = Card Sj
et, pour simplifier les e´critures, notons X = X`,s et α = α`,s. De´finissons e´galement β
comme la compose´e :
β : Vj −→
∏
i∈Sj P
1
kE
−→ (P1kE )`
ou` la premie`re fle`che est l’inclusion de´duite des pri (i ∈ Sj) et ou` la deuxie`me fle`che est
le morphisme (xij , xij+1, . . . , xij+1−1) 7→ (xij+1, . . . , xij+1−1, t). Du fait que la fonction
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prij est constante, nous de´duisons que β est une immersion ferme´e et identifie ainsi Vj a`
un sous-sche´ma ferme´ de (P1kE )
`, ce dernier e´tant lui-meˆme un sous-sche´ma ferme´ de X¯
(la fibre spe´ciale de X ) via α. Ainsi, cela a du sens de conside´rer le tube ]Vj [X . En outre,
il est facile de se convaincre en remontant les de´finitions et en utilisant la proprie´te´ ii)
ve´rifie´e par les varie´te´s Xd,x0 que l’image inverse par le morphisme de spe´cialisation
]Vj [X→ Vj d’un point ferme´ x ∈ Vj est isomorphe a` Spm(WOE (kE(x))⊗OE Rg(x)[1/p])
ou` g(x) = (gi(x))i∈Sj . Autrement dit, ]Vj [X ve´rifie les proprie´te´s attendues de Dj et,
de fait, c’est le candidat que nous proposons pour eˆtre Dj .
Pour conclure, mentionnons rapidement comment la construction pre´ce´dente s’e´tend
au cas ou` les de´corations du ge`ne font apparaˆıtre des croix. Supposons donc qu’il y
ait au moins une croix dans la portion de ge`ne correspondant aux indices de Sj . Nous
utilisons les notations V ′j pour la varie´te´ stratifie´e facteur associe´e a` la portion de ge`ne
ci-dessus dans laquelle toutes les croix ont e´te´ contracte´es. Concre`tement, la varie´te´
stratifie´e V ′j n’est autre que Vj mais le genre d’un point ferme´ x ∈ V ′j n’est pas g(x)
mais le sous-uplet g′(x) = (gi(x))x∈S′j ou` S
′
j est le sous-ensemble de Sj ou` nous avons
retire´ les indices i pour lesquels la de´coration entre i et (i + 1) est une croix. Notons
que ceci ne modifie pas la stratification car, d’apre`s la proposition 5.2.5, les fonctions gi
pour i ∈ Sj\S′j sont constantes, e´gales a` I. Cette dernie`re remarque justifie e´galement
le fait que nous nous attendions a` ce que l’espace rigide Dj associe´ a` Vj soit D′j×Bc ou`
D′j est l’espace associe´ a` V ′j , B est une boule ouverte et c = Card(Sj\S′j) est le nombre
de croix qui ont e´te´ contracte´es.
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